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Rappel
1. lim Cf(x) = Clim f(x)
2. lim f(x)+g(x) = lim f(x) + lim g(x)

3. lim £(0g() = (1im /00 (lim g0

lim @ _ li'mx—m fx)
xoa g(x)  limy, g(x)

Question 1
Montrer que I’équation de la droite qui passe par les points (a, f(a))
et (a+ Ax), f(a+ Ax) du graphe d’une fonction f est

Ay
y=fl@+ A—(X—a)-
X
Faire une esquisse représentant la situation.

Question 2

Déterminer le TVI % des fonctions suivantes au point donné a
I’aide de la définition de dérivée en terme de limites (sans utiliser
les formules de dérivation).

d A
Y gim 2,
dx Ax—0Ax

a) y=x>quand x = 2. f) y=1quand x=2.

b) y=x>—1quand x = 2. 2 y=3 quand x=2.

— 43 —
¢) y=x quand x=2. h) y=x* quand x = a.

d) y=3xquand x = 2. i) y=x quand x = a.

e) y=2quand x = 2. j)y=}cquandx=a~

Question 3
Déterminer dy a 1’aide de la définition différentielle.

a) siy=x* c) siyzx’% e) siy=x’+x+1
b) siy=% d) siy=1-x2 f) siy= Vx—1
Question 4

En utilisant les résultats de la question précédente, déterminer 1’er-
reur absolue sur y pour x =2 et x = 10 si I’erreur en x est 0.1. Pour
laquelle des deux valeurs de x I’erreur en y est-elle la plus grande ?

a) siy=x* c) siy:%z1 e) siy=x’+x+1
b) siylez d) siy=1-x° f) siy= vx-1
Question 5

Trouver la dérivée des fonctions suivantes en utilisant les deux
formes de la définition en terme de limites.

a) f(x)=x> e) f(x)=2x>—x.

b) f(x)=x f) y= Va2 +1.

c) glx)= Vx+3 e 2 1
_x+3 g sx :ﬁ_ﬁ'

d) h(x)—m

Question 6

’
Démontrer que (2x+ 1) =2 4 I'aide de la définition de dérivée et
des propriétés des limites.

Question 7

Démontrer que si f est dérivable pour n’importe quelle valeur de
x, alors (2£(x) + 1)’ = 2f"(x) a I'aide de la définition de dérivée et
des propriétés des limites.

Question 8
Démontrer que ((x+ 1)2) = 2(x+ 1) a I’aide de la définition de
dérivée et des propriétés des limites.

Question 9 (10 points)
Démontrer a I’aide de la définition de la dérivée et des propriétés
des limites que

(fo)+Cx) = f()+C

pour une constante C quelconque et en supposant que la dérivée
f’(x) existe.

Question 10

Démontrer que si f est dérivable pour n’importe quelle valeur de
x, alors ( f(x)z)' = 2f(x)f(x) a I'aide de la définition de dérivée et
des propriétés des limites. (Difficile car il faut des trucs algébrique !
Le truc est dans la preuve de la dérive des fonctions composées
(avec les limites !))

Question 11
Montrer que f(x) =|2x—3| n’est pas dérivable en x = 3/2.

Question 12
3
Montrer que f(x) = Va2 nest pas dérivable en x = 0.
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Solutions

Question 1

On peut faire la démonstration de différentes manieres. Montrons que que la droite
définie par I’équation donnée passe par les deux points donnés. En (a, f(a)), on a

que

—_— A'y
y=f@+5x-a)

Ay
fla) = fla)+ I(a -a)
X
fl@) = f(a)

L’équation de la droite est donc satisfaite en ce point.

Au point (a+Ax, f(a+Ax)), on a que

Ay

y=flay+ Hx-a)

Ay
fla+Ax) = f(a)+ —)((a +Ax)—a)
Ax

Ay
fla+Ax) = f(a)+ —Ax
Ax

fla+Ax) = f(a)+Ay
fla+Ax) = f(a)+(fla+Ax) - f(a)
fla+Ax) = f(a+Ax)

L’équation de la droite est donc aussi satisfaite pour 1’autre point. Ainsi, comme la

droite passe par les deux points donnés, c’est bien 1’équation de la droite cherchée.

Slx+Ax)

Question 2

a) 4
b) 4
c) 12

Question 3

a) dy=4x3dx
b) dy=-2%dx

X3

Question 4

a) |dy|=3.2;|dy| =400
b) ldyl = 0.025; Idy| =

0.0002

Y,
fx)

y=fl@)+ Rx—-a)

f(x):
d) 3 9 -3 D%
e) 0,y=2 h) 2a
fH -3 i) 34

(42
c) dy= (’{;’:)2) dx

d) dy=-2xdx

e) dy=2x+1dx

f) dy= 2\/iﬁdx

¢) ldyl ~ 0.089; |dy| ~
0.0991

d) |dyl=0.4;|dy|=2

e) |dy|=0.5;|dyl=2.1

) ldyl = 0.05; |dy| ~
0.1667

Question 5
a) f(x)=2x Forme 2 : A
Forme 1 : f'(a) = lim il
, ) Ay x—a Ax
f= lim 3 - lim {90 =/@
_ x—a xX—a
_ i TGO - f() 5
Ax—0 Ax = lim
lim (x+Ax)? - x? e x—da
= I —_— —
Ax—0 Ax = lim m
x—a xX—a
(24 2xAx+ A — 22 .
= lim =limx+a
Ax—0 Ax x—a
_ 2xAx + Ax? =a+a
T A0 Ax =2a
- lim Ax2x+Ax) Donc f(x) = 2x.
Ax—0 Ax
= lim 2x+Ax
Ax—0
=2x
b) f(x)=3x" e) fl(x)=4x—1
) = — D=2
c) gx)= B
2Vx+3 9 £W=5+77
d) Wx)= ———
) h(x) 157
Question 6
2(x+A D-2x+1
(2x+1) = tim 2FA0*D=Crr D
Ax—0 Ax
. (2x+2Ax+1)-2x-1
= lim ——M—
Ax—0 Ax
= lim —(ZM
Y =yvd
= lim 2
Ax—0
=2
Question 7

(2 ) + 1)’ = lim QRf(x+Ax)+ 1) = 2f(x)+ 1)

Ax—! Ax
- lim Cfx+Ax)+1)-2f(x)-1
Ax—0 Ax
= i A+ AY-27()
Ax—0 Ax
— lim zw
Ax—0 Ax
gy JEHAD = f()
Ax—0 Ax
=2f'(x)

Question 8

, 2_ 2
((x+1)2) :Alimo (x+Ax)+1)*—(x+1)

Ax
- lim (X2 +2xAx+ A2 +2(x + Ax) + 1) — (X2 +2x+ 1)
- Ax—0 Ax
i x+2xAx+ Ax? +2x+2Ax+1—x2 —2x— 1
- Ax—0 Ax
. 2x+2)Ax+Ax?
= lim ——
Ax—0 Ax
. AxQ2(x+ 1)+ Ax)
= lim ——
Ax—0 Ax

= lim 2(x+1)+Ax
Ax—0

=2(x+1)



Question 9

f(x+Ax)+C(x+Ax)—(f(x)+Cx)

(f)+Cx) = Jim

Ax

Question 11

A 203 +Ax)-3|-22 -3 Ay 23 +Ax)-3|-22 -3
G+ AX)— f(x0) +C(x+Ax) - Cx) lim =2 = lim G +A0-31-12; -3 lim = = lim 26 +An) =31 25 =3
= Al)go Ax Ax—0* Ax  Ax—0* Ax Ax—0- Ax  Ax—0-

_ fGHAD)-f(x) Clx+Ax)-Cx - pim A0 = lim
= A];TO Ax + Ax Ax—0+t  Ax Ax—0~

. fxe+ A - f(x) . Cx+Ax)—-Cx = lim M = lim
= A])ICTO Ax + AlchT() Ax Ax—0+ Ax Ax—0- Ax

 fGHA)-f() . x+Ax—x = lim X = lim —
= T iy aaoie Kz i

B = lim 1 = lim -1
= qim LAV o Aro0* Avo0-
Ax—0 Ax Ax—0 =1 =1

=f'(x)+C.

Question 10

5y o (fxe+ A)C))2 =(f (X))2 Comme les limites a droites et a gauche n’existent pas, la limite Ax — 0 n’existe
((f(x)) ) = AI)ICI_T}O —Ar pas et la fonction f n’est pas dérivable en x = 0.

= i SOHADY () fe+AD) ~ ()

Ax—0 Ax fx+Ax)—f(x)
= i FOHADY () fe+AD) ~ ()
pr—0 f(x+Ax) — f(x) Ax
o JEHADP (@Y |+ AY - () Question 12
Ax—=0  f(x+Ax)—f(x) A0 Ax
Ay —? fm & - iy MOA92-0
- Alim() #f’ (x) En posant y = f(x) Ax—0t Ax  Ax—0* Ax
y— Y 3
3 Ax)2
32 +2yAy + Ay? —y? - fim VA
= Alim0 — f(x Ax—0t  Ax
y— y 2/3
Ax
2 = lim
= lim 2T Avo0t Ax
Ay—0 Ay - i 1
= Jim @y + A0/ = sl A7

y—

) . 1
20 -
=2f(x0)f"(x) 1

Note : en posant y = f(x), f(x+ Ax) — f(x) est Ay. Comme f est dérivable, elle To0E
est aussi continue. Alors Alimof(x+ Ax) — f(x) = 0. On peut donc dire que Ay — 0. = +o0
X

A 5
Enfin, f(x+Ax) =y+Ay. Comme AlimO A—)ﬂ, la fonction f n’est donc pas dérivable en x = 0.
X— X



