Exercices sur les formules dérivations et quelques applications

Calcul diftérentiel — Hiver 2018 — Yannick Delbecque

Dérivées de puissances

Question 1

Trouver la dérivée des fonctions suivantes a 1’aide des proprié-
tés de la dérivée. Exprimer le résultat sans utiliser d’exposants
fractionnaires ou négatifs.

a) y=x" e)y:i h)uzw
b) y=x1 * D £ =
¢) f(x)=x7/4 f) flx)= x i
1 Vx
1 -
d) y= = g) g = Vi - 3
x(f) = ——
! 7V5
Question 2

Trouver la dérivée des fonctions suivantes.

a) f(x)=4 g) f(x)=8x—4x*>+9x—1
b) v(t) =t 4 13
h) y= -5 ___2

&) hx) =5 V=S e
d) x( = D £ =("=3)@x+1)

4 2

9 i) )’=5(2—x3)
R K) f(x) =G+ 1)

5 3
f) X(l”): g l) g(t)=4(t—2+1)<1 —l‘3)
Question 3

Donner la dérivée de chacune des fonctions au point indiqué.

a) f(x) =3x+1 au point (2,7).
b) s() = - + 27> + 31— 2 au point (—1,-2).

2 4
c)y= P au point (1,-2/15).
£ -4t .
d) f(n= 5 aupoint (k, f(K)).
Question 4

Donner I’équation de la droite tangente au graphe de f pour la
valeur donnée de x.

a) f(x)=x%enx=-2.

1
e) f(x)=—,enx= V2.
b) f(x)=x>,enx=1. X

! f) f(x)= vVx,enx=1.
9) f(x):;’enle- g) f(x)=Vx,enx=4.

1
d) f)=—enx=3.

Question 5
Pour quelle(s) valeur(s) de x la courbe décrite par la fonction
f(x) admet-elle une tangente horizontale ?

a) f(x)=3x>—4x+1. d) f(x)=2x>+3x%-12x.

x* 1
b) f(x)=z—x. e) f(x)=x+)—c.

5 1 1
O f()=F-x D f0=3+3%

Question 6

Trouver une valeur de x pour laquelle la fonction y = — admet
X

une droite tangente parallele a la droite y = 7 — 1.

Question 7

Trouver deux valeurs de x pour laquelle la fonction y = x* — 3x
admet une droite tangente perpendiculaire a la droite y = 35—x -1.
(Rappel : si deux droites sont perpendiculaires, le produit de leurs
pentes est —1.)

Question 8

Déterminer la valeur de x ol un rectangle inscrit entre la courbe
d’équation y = (x— 5)> et les axes de coordonnées a une aire
maximum.

Ax) |y
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Question 9

Déterminer la valeur de x ol un rectangle inscrit entre la courbe
d’équation y = 4 — x> et la partie positive des axes de coordonnées
a une aire maximum.

-

A(x)

Dérivée de produits et de quotients

Question 10

Calculer la dérivée de x*(2x — 1) de deux maniéres différentes :
en utilisant la régle de Liebniz et en distribuant x> sur (2x— 1).
Vérifier que le résultat est le méme dans les deux cas.

Question 11
Trouver la dérivée des fonctions suivantes en utilisant la regle de
dérivation d’un produit et simplifier le résultat obtenu.

a) y=2x-1(x+1)
b) y=(x+1)(2-5x")
¢) x=(\/?—t)(4t3—2t2+5)

d) y=x(3x—1)-(2x-5)(4-32%)

e) f(x)=(x+D2x+1)3x+1)
f) f(x)=x(5x"-4)(3-x*)

Question 12
Trouver la dérivée des fonctions suivantes en utilisant la regle de
dérivation d’un quotient et simplifier le résultat obtenu.

X2 ) 2
C =
y 2

a) y= €) f(x)=£

+1
2

x2+1

4¢ x+1
d) d(n) = f) f(x)=——

b B 2x
VW= 5—ar Vi

Question 13
Donner la dérivée de chacune des fonctions au point indiqué.

— x> +6x+2
VIO

b) y= <t2—3t—2)(\/;+2t) au point (1,-12).

au point (0, 1).

¢) f(x)=

1
- int (—1 =3
71 9_x2aupomt( 1, 8).

Question 14
Calculer la dérivée des fonctions suivantes sans utiliser la regle
du quotient.

3_3x+1 57x°
Q) flo =t 0 f="2
3 2 Ve4x2

Question 15
Soient u, v et w des fonctions dérivables de x. Montrer que

wvw) =u'uv +uv'w+uvw’.

Question 16
Montrer qu’aucune droite de pente 1 n’est tangente a la courbe

de la fonction )

X
f)=—r7
x—1
Question 17
Il y a deux droites passant par le point (4,20) qui sont tangentes
a la parabole donnée par la fonction y = 8x — x>. Trouver les

équations de ces droites. Pour vous aider, faire une esquisse de la
situation.

Question 18
La relation entre I’aire de la pupille d’un ceil humain (en milli-
metres carrés) et I’intensité x d’une source lumineuse est donné
par la fonction

40 +24x*

1+4x*

Plus la source est intense, plus la pupille se contracte et son
aire diminue. On définit la sensibilité de la pupille a une source

A(x) =

lumineuse par la fonction S (x) = o
X

a) Quelle est 1’aire de la pupille lorsque I’intensité lumineuse
est nulle ?

b) Quelle est I’aire d’une pupille soumise & une source lumineuse
trés intense ?

¢) Quelle est la sensibilité de la pupille en fonction de I’intensité
d’une source lumineuse ?

Question 19
Calculer la dérivée des fonctions suivantes en considérant n € N
comme une constante naturelle quelconque.

1 x+1
a) y=— -
X by PRSI
b) y=x'/" VX(10 = x)
xn e) y: x3—8
©) T 4x3 — 52
DY
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Dérivée de fonctions composées

Question 20
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

e) f(x)= Vx> +1
1 3
) g<x>=(i)

x—1

@) f0)= (3 -x+1)
b) f(t)=(Qx+1)”
o g =(1-5¢)"

mt

1+1¢

h) f(x)=5V8—x

d) y=(5x2—3x+2)% & X0 =

Question 21

Soity = Vx, x=612—5tetz= % Calculer les dérivées suivantes.

dx dx dy dy
a) Eet Et_ C) Eet E »
b dz d d dz
) & a ) & @
y==3 x=g
Question 22

Calculer la dérivée des fonctions suivantes sans utiliser la regle
du quotient.

-17

=3(x2—x+6) b y=

4
a)y S
Va2 +4x+2

Question 23
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

a)y:[(x3+2x)4+3x]5 ( . )3
2x’+1
R

e) f(x)= Vx2+ V3x+1

b) y=Gx+d'(2-2)"

¢) f(t) = Qt+mr)32-51)

Question 24

On a observé que la masse m (en kilogrammes) d’un poisson
d’une certaine espece dépend de sa longueur L (en metres) par
la fonction m = 4L2. Supposons que le taux de croissance de la

longueur par rapport au temps (en années) est de (0,3 —0,2L) m/an.

m
a) Trouver I’expression de o en fonction de L. Indiquer les

unités.

., dm
b) Evaluer o et interpréter le résultat obtenu dans le
m=4
contexte donné.

Dérivation implicite

Question 25
Déterminer, parmi les équations suivantes, celles qui définissent
implicitement une fonction (mais pas explicitement).

3t+1 (€) ¥’ +5x+6=y
@ y=—

3y+1
(b) y= dx (d )cy2+5y2 =3x+y
Question 26

Calculer les dérivées implicites suivantes.

d dx
a) —ysix+y2:1. e) —six®—4y? =522 +6y°.
dx dy
d )
D) ZsideyP=l, b P2
dx dx 2y+3

Y . d
C) aswcyzl. g) d_zsix2y2+x3y:6x_

dx
d) ESi V2 +12 =272 +4.

Question 27
Déterminer 1’équation de la droite tangente a la courbe décrite
par I’équation x> +y* = 2xy au point (1, 1).

Question 28

Soit le cercle d’équation x? +y* = r* (cercle de rayon r centré 4
I’origine). Montrer que la droite passant par 1’origine et un point
(x0,¥0) situé sur la circonférence du cercle est toujours perpendi-
culaire a la droite tangente au cercle en ce point (xg, yo).

Question 29
Trouver la pente de la droite tangente 2 I’ astéroide x*/3 +y?/3 = 4,

illustrée ci-dessous, au point (l, -3 \/5)

y
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Dérivée d’ordre supérieur

Question 30
Calculer les dérivées suivantes.

a) fD(x),si f(x)=x +7x.

3 2

b) vy, siy=x*+ x>+ 2 +x+1.

c) YW siy=x*+ 3+ 2 +x+1.

d) Y19 siy=x*+ P+ x> +x+1.
dzy 5
s (.3
e) W,my—(x +1).
B £, si flx) = 252,
d3
g) _y ,siyz\/x_7—3x.
dx3

x=4

1
h) fO), si flo) = =

Question 31
Siy = P(x) est une fonction polyndmiale définie par un polyndme
de degré k, pour quelle valeur de 7 a-t-on y™ = 0?

Question 32

On lance verticalement vers le haut un objet. La hauteur (en
metres) de 1’objet ¢ secondes apres avoir été lancé est donnée par
la fonction A(7) = 50+ 15¢ — 4,92

a) A quelle hauteur 1’objet se trouve-t-il au moment o il est
lancé ?

b) Quelle est la vitesse initiale de 1’objet ?

¢) Quelle est la vitesse de 1’objet lorsqu’il atteint la hauteur de
60 m lors de sa montée ?

d) Sachant qu’il commencera a descendre au moment ol sa vi-
tesse est nulle, quelle est la hauteur maximale atteinte par
I’objet?

e) A quelle vitesse I’objet touchera-t-il le sol ?

f) Trouver I’accélération de cet objet au temps ¢.

Exercices récapitulatifs

Question 33
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

a) f(x)=X6 1) y=(\/}+x)(2x—5x3+9)
b) f(x)z%‘)_ k) f(x) =2 (522 =1)(5-7x")
* D) y=x(3x-2)—(5x—3)(6—2x)
0 fx)= V& B
Q) y=8P—al+or—1 ™=
) 3_.,2 6
e) f(x)=—4x8+%—g n fy=1—2 1
2 4x% -5
f f(x>=¥—x4—$ 0 f(0= 3
7 2 5 _ Vx
g))’=4x—3/4—§x2+44 p) f(x)_z—x
2 _ X x+2
b ys e @ 0=,
Vx Ax 8
Vx(6 - x)
) f(0)=@x-D@-x) D JW=—7F—7—
Question 34
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.
X —x+1 Vx+1
VYT R
b y=(r-1) f) y=(Q2-x°(7x+3)
O y=2 4 VAT g) y=5V2:2 45547
244
d) y= 2 3x—1 _ xX“+
-2 e

Question 35
La droite y = 4x — 17 est-elle tangente a la courbe de f(x) =
x? —2x—87? Si oui, déterminer le point de tangence.

Question 36

Soit la fonction f(x) = (4x—9)% + 3. Déterminer la ou les valeurs
de a telles que la droite tangente a la courbe de f en x = a et les
axes forment un triangle isocele.

Question 37

Lors d’un test de collision, une voiture se déplace en ligne droite
vers un mur situé a 90 m du point de départ de la voiture. La
position s de la voiture (en metres) a partir de son point de départ

t secondes apres son départ est donnée par s(f) = 4f + 7

a) A quelle distance du mur la voiture se trouve-t-elle 2 s apres
son départ ?

b) Quelle est sa vitesse 2 s apres son départ ?

¢) A quelle distance du mur la voiture se trouve-t-elle lorsque sa
vitesse est de 30 kmf ?

d) Combien de temps lui faut-il avant d’entrer en collision avec
le mur?

e) Quelle est sa vitesse lors de I’'impact ?

f) Quelle est son accélération au moment de I’impact ?
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Question 38

dy
Calculer I pour chacune des équations suivantes.
X

a) 2x°+3xy—y* =1 ) 3x%y? +5x=3-5y°

X x-y

1 1
b) ——3xy=-— d) - =—=
X y y x+ty

Question 39
Pour chacune des équations suivantes, calculer la pente de la
tangente & la courbe au point donné.

a) 4x2+9y? = 40 au point (—1,-2)
b) x?y*(1+xy)+4 =0 au point (1,-2)
Question 40

En utilisant la formule de la dérivée d’un produit de deux fonc-
tions, montrer que

[@) _ g0 - (g’ ()
8(x) VA

Question 41
Supposons que u et v sont toutes deux des fonctions de x.

a) Montrer que (uv)” =u”v+2u'v +uv”.

b) Trouver une formule pour (uv)"”.

¢) En généralisant, faire une conjecture donnant une formule
pour la dérivée 6° d’un produit uv.

Question 42

Trouver la valeur que 1’on doit donner a la constante k pour que la
courbe d’équation y = —x? + kx soit tangente a la droite y = x + 4.
(Indice : faire un dessin de la situation pour déterminer sous
quelles conditions ce qui est demandé est possible.)

Question 43
Démontrer que (x*) = nx*~
du produit de n fonctions :

!en utilisant la formule généralisée

(Ui up) = iU Uy + UTUGUS - Uy + -+ UL U | U,

Question 44
Nous avons montré en classe que (x) = nx1 était valide
lorsque n est un entier naturel.

a) En utilisant la formule de la dérivée du quotient, montrer que
cette formule est valide lorsque 7 est négatif (donc si n = —k
avec k positif.)

b) En utilisant la dérivée implicite, montrer que cette formule est
valide lorsque n est une fraction du type %, avec k naturel.

¢) Montrer ensuite a I’aide de la dérivée d’une fonction compo-
sée que la formule est valide lorsque n est une fraction .

Solutions
Question 1 D) f(x)=12x2+2x—12
dy
dy 1 : _ 2 3
a) dl:9x8 f) fx)= = ) =30 (2-¥)
x 5
dy lx K) f(x) = 8122 +54x+9
b =3 ) &)= — 24
e ) S PN D g=-127-12-=
C) f/(x)=1x% h) @_ 2
3 dx 5433 '
d y = - o - Question 3
D ffx)=—=
) dy -6 3V Q) 3
e) —=—
dx X7 b) -4
3-5 -5
A== —
73 78
Question 2
Question 4
Q) f(x)=0 d_ %
b) V(=1 dx 20 a) y=-4x-4
o) H(x) = 152 5 x,(r):_% b) y=3x-2
PN s ¢) y=-x+2
X ()= - 7(y) = _
7 9 f=242-8x+9 gl
dy -8 1
h) —=——-35°- —
) s Y T

Question 5

2
a) On cherche quand f”(x) = 0. On trouve x = 3
b) ff(x)=0six=1
c) f/(x)=0six=1oux=-1
d) ff(x)=0six=-2etx=1
e) f/(x)=0six=-letx=1
f) f=-5-3=-22 f()=0six=-2

14
c) I

3k
d —-2

2 Question 6

x=-2
&) y=—%5+V2
. Question 7

) y=5+3

— X 2 2
& y=g+l x:—getng
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Question 8

On commence par exprimer la valeur A(x) & maxi-
miser en fonction de x. Comme 1’aire du rectangle
est xyetque y=(x—5)%,ona

A(x)=xy= x(x—5)2.

A la valeur maximum de la fonction A(x), la pente a
la fonction A(x) doit étre nulle.

A'@) = (xx-57?)
= (x(2 - 10x+25))
= (x* - 1022 +25x)

=3x2-20x+25
=(Bx-5)(x-5)

On trouve les zéros de A’(x) :
(Bx=5)(x-5)=0 < x=50ux=5/3.

Comme la solution x = 0 correspond au sommet de
la parabole d’équation y = (x — 5), cette solution
correspond a un rectangle d’aire nulle qui n’est évi-
demment pas 1’aire maximum. L’aire maximum est
dont atteinte en x = 5/3.

Question 9

On commence par exprimer la valeur A(x) a maxi-
miser en fonction de x. Comme I’aire du rectangle
est xyetque y=4—x% ona

A(x)=xy=x(4 —xz).

A la valeur maximum de la fonction A(x), la pente a
la fonction A(x) doit étre nulle.

A @ = (x@a-D)
= (4x-2%))
=4-3x"
=2- Y302+ V3x)

Les zéros de A’(x) sont x = +—== Comme on a prix

2
L

)

3
tteinte en x =

I

x > 0, I’aire maximum est dont

Question 10

La dérivée est 6x2 — 2x.

Question 11

d
a) il =2)5x+1)+R2x-1)(5)=20x-3
dx
dy
b) T

=—60x° —15x% +6

(3)2=53)+@x+1)(=15x%)

¢) ¥ ()= (2%/}_ 1](4t3 —2f +5)+(\ﬁ—t)(12t2 —4z)

5
—14VE —5VB+ 1653 +6°2 -5
24t

dy

d) & (1)Bx—1)+x(3) + (2)(4 = 3x%) + (2x = 5)(—6x)

dx
=18x%-24x-9

e) f/(x)=Qx+DBx+1)+(x+1)2)Bx+ D+
(x+1)2x+1)3)
=18x> +22x+6
0 f(x)= 352 (5x2 —4) (3 - x4) +
2 (10x) (3 - x*) + 23 (527 - 4) (-4x°)
= —45x% +28x0 +75x* - 362

Question 12
2x(x% + 1) - x2(2x) 2x

VY= Ay @
b) f'(x)= m
dy_ 8x3
dx (4 41)”
41(4£ — 151+ 10)
d dt)= ——F—
(5-48)
, 3 1+x
e) f(x)_izxj}(l—x)z'
3x—1
f) f'(x)= .
D () e
Question 13
o 9 D = 110
a fO)=3 c)f(—)——a
dy
b) EH:—IS
Question 14
3x*-3 57x*
Q) fo=—— 2 o ff(0= Tx
V4
321 , 1
b) ()= —-=-+ & ff0=—=
o 6 18%/x

Question 15

(ww)" = ((wvyw)’
=)' w4+ (u)w’
=W v+w)w+ wv)w’

=u'vw+uv'w+uvw’

Question 16

1l faut montrer que la dérivée de f est différente de
1 pour toute valeur de x. On cherche donc a montrer
que

fw=1

n’a aucune solution. On trouve en dérivant que

. x(x—-2) .. o
)= W L’équation a résoudre est donc
X—
x(x—2)
(=12

x(x=2)=(x—1)?
K -2x=x"-2x+1
0=1
qui n’a pas de solution. Il n’y a donc aucune valeur
de x telle que la pente de la tangente f”(x) soit 1.

Question 17

Considérez 1’équation y = ax + b d’une droite de
parametres indéterminés a et b. et trouver les va-
leurs des parametres nécessaires pour que la droite
passe par le point (4,20) et un point de la courbe
y=8x—x.

Chercher ce qui doit se produire au point de tan-
gence pour que la droite soit tangente a la courbe.
(La pente de la tangente est donnée est la valeur de
la dérivée au point de tangence !)

Les équations des deux droites sont y = 4x+4 et
y=—4x+36.

Question 18

a) 40mm?
b) 6 mm?
544x3

¢) S(x)= —m

Question 19
dy n

D T e

o) %= T

o dy _ —nx"!

dx  (xn—1)?

o Do 1 w2 20aSid
dx (x+1)? X3 B(x+1)?
dy 3x*=50x3 +24x-80

TN
dy Va3 (2827 +41x-7)

R T | R

Question 20

) f0)=532-x+1) 6x-1)
b) £ =992x+1)%2)=1982x+1)"
©) g(n=-200(1- 5z4)9

d) %=;(5x2—3x+2)%(10x—3)

o 5x4
e) f(x)—ﬁ
n g’(x)=——6(;x_+ll)f

m 1 m
& ”ﬁ\/;z\jﬁ
h) f’(x)=_75
378 -2?

Question 21
a) ﬁ:er—Setd—x =19

dt dt|,_,
I

dy 2 dyy:_3 9
o 9: 12t-5 etﬂ _ L

dt 2+e2—5 dil__; 211
I N B

dx 2x+/x dxxzé 2
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Question 22
dy 34x-17
dx  3(x2-x+6)
) dy -8(x+2)
3 varsoy?
Question 23
dy 3 4 4 3 3.0
a 2=5|(r2a) wax] (407420 (37 42) +3)
dy 13(.2 _,\7 2
b) ——=6(Gx+4) (¥ -2) " (2527 +24x-14)

v = [6-20 Sm\ [2t+nm
C)f(f)—(— f—i]\ﬁ

dy  (220+1) (34 +1082 - 1)
dx 2\ +3)

[ s
2x+
2V3x+1

d)

e) f'(x)=

2+4/x%2+ V3x+1

Question 24

dm dmdL

) w T ara

b) Au moment ou la masse du poisson est de 4 kg,
celle-ci augmente a un taux de 0,8 kgan.

=8L(0,3-0,2L)

Question 25
(b) et (d)
Question 26
a) —2%,
2
b) —\%
o -1
d dx  MN2+12—t
@t T
dx 30y%
e) —=———
dy 3x2-10x
5 dy  (2y+3)? 2y+3

dx 9—6y—2y2 ' 3-2x-2y
dy 6-2xy*>—3x%

& dx  2x%y+ i

Question 27

y=-x+2

Question 28

Laissé a I’étudiant. Utiliser le fait que le produit des
pentes doit étre de -1.

Question 29
V3

Question 30

a) f@(x)=120x

b) ¥y =4-3-2x+3-2-1=24x+6

c) yW=4.3.2-1=24

d) Y19 =0

o P
dx?

f) f'()=-4

Ly

dx3

30x(x3 + l)3 (7x3 + 1)

105
4
x=4

)

]

15120
) O =-—5
X

Question 31

n=k+1.

Question 32

a) 5S0m
b) 15ms
¢) V29m/s ~ 5,39m/s

d) 61,48m
e) environ 34,71 m/s
f) h’(t) = -9.8m/s?

Question 33
a) f(x)=6x
2
b) f(x)= ==
34
O )= %
d) ¥ =24x>-8x+9

e) f'(x)=-32x"— 2

5x3
B )=
6Vx Vi?
dy -21
e dx” ]6)6%_)62
ay 1 2 1

hy —=————-5—+——
R R

) f(x)=3(-4x> + x> +4)
35VaS 9
5 A3 Vx+ W +9
K) f/(x) = =5x(49x° = 7x> =202 +2)
D) y =2(13x-19)

Py =-20x -

, N =3
m 0= =
, -6
n) f(x):—2+2x—l
x

2x(2x* =5x2+6

0) f'(x)= sy
p) f(x)= 2\/;(%2)2
SRACE X’—ii—#
1822 _
N f )= %—:fy%

Question 34
)dy —x* 203 -3 +4x-2
a) —=
dx (3 +2)
dy 2(3_ 1\6
b) —-=21x (¥*-1)
) dy ) 3
c) —=2x+——
dx 2V3x-1
a0 dy 15x* —4x
dx  243x-1
dy Vx+2
©) dx 22
d
f 2o oont a1
dx
dy 20x+25
g) a:fsiz
3(2x2+5x+7)
d —-112
h) lzix
dx (x2—4)2
Question 35

Oui, au point (3,-5).

Question 36
71 73

a=370ua= ﬁ

Question 37

a) 80m
b) 65 (21,6 kmh)
c) 43,27m

d) 10s
e) 14 (50,4 k)
) 1m/s2 (12,96km/n2)

Question 38

dy 4x+3y

dx 2y—-3x

dy y?+3x%° 1 +6xy?
dx 22— 3x3y? R 6x%y
dy 6x3+5

C) —=————————
) dx  15y2 +9x2y?

a)

b)

d X
d) Y

dx y
Question 39

2 .
a) pente:—§ b) pente :2

Question 40

Laissé a I’étudiant. Indice : transformer le quotient
f(—X) en produit f(x)L

8 R{E5)

Question 41

a) Dériver deux fois a 1’aide de la formule du pro-
duit.

b) Dériver le résultat précédant a 1’aide de la for-
mule du produit.

¢) Sivous n’y arrivez pas facilement, commencer
y
4

d
par calculer W(W)'
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Question 42 Question 43 Question 44
Laissé a I’étudiant. Une preuve rigoureuse néces- a) Laissé a étudiant.
siterait 1’utilisation du principe d’induction, mais b) Laissé 2 I"étudi
vous pouvez trouver 1’idée générale sans utiliser ce ) Laissé & I'émdiant.

k=-3o0uk=5 principe. c) Laissé a I’étudiant.
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