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Devoir 3 (bonus)

1 Objectif

Le but de ce devoir est d’arriver a décomposer une fonction
périodique sur I’intervalle [—, ] en une somme de fonctions
sinus et cosinus. On appelle une telle somme une série de
Fourier.

Les applications des séries de Fourier sont trés nombreuses.
C’est ce genre de décomposition qui explique le role
important des harmoniques en musique — toute onde sonore
périodique pouvant étre décomposée en une somme d’ondes
sinusoidales a 1’aide des idées présentées dans ce devoir.
C’est aussi les séries de Fourier qui expliquent I’analyse
spectrale, utilisée en physique et en chimie. De maniere
générale, les séries de Fourier explique mathématiquement
le lien entre un signal périodique et son spectre.

2 Rappel d’algebre linéaire

En algebre linéaire vous avez vu que les vecteurs
géométriques satisfont les huit propriétés suivantes :

VI Z+V=7V+7 V5 a(b) = (ab) 7

V2 (W+V)+w= V7 (a+b)d =ad +bu
T+ (vew) V6 17=7

V37+0=1 V8 a(@+7V)=a +av

V4 Z+(-1)=0

On vous a mé€me répété que la théorie des vecteurs repose
enticrement sur ces huit propriétés et celles des opérations

vectorielles, comme le produit scalaire et le produit vectoriel.

N’importe quel ensemble d’objets mathématiques muni
d’opérations ayant ces propriétés se comporte exactement
comme les vecteurs géométriques. On appelle un tel
ensemble un espace vectoriel.

Nous avons étudié en classe des vecteurs géométriques ;
leurs propriétés ont servi a motiver intuitivement 1’adoption
de ces axiomes V1 — V8. Nous avons montré que deés qu’on
a un espace vectoriel satisfaisant ces axiomes, un vecteur vV
peut étre présenté comme une liste de composantes dans une
base donnée. Par exemple, un vecteur v dans R peut
s’écrire

vV=(3,-12)
par rapport la a base (7, 7,75). Si on numérote les
composantes de V', on peut aussi décrire ce vecteur par

V) = 3,V2 = —1,V3 =2.

Ainsi décrit, un vecteur est une fonction qui associe a chaque
numéro de composante la valeur de cette composante. Si on
utilisait la notation fonctionnelle usuelle pour les fonctions
réelles, on écrirait

v(1)=3,v(2)=-1,v(3) =2.

On peut méme représenter graphiquement cette fonction
comme on le fait avec une fonction réelle :
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Si on fait de méme pour les vecteurs (1,0, —1) et (-2,3,1),
obtient :
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Il n’y a pas de limite a la dimension d’un vecteur : on peut
imaginer un vecteur dans un espace ayant une dimension
plus grande que trois. Voici des vecteurs de dimension 4, 16
et32:
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Le lecteur alerte aura remarqué la frappante ressemblance
avec une fonction bien connue :

4 sin(x)

N

Ceci devrait suggérer au lecteur astucieux 1’idée suivante :
pousser cette idée a la limite et considérer des vecteurs avec
une infinité de composantes. Un tel vecteur aurait une
composante f(x) pour chaque valeur réelle de x, de la méme
maniere qu’un vecteur « normal » a une composante v; pour
chaque valeur entiere de i. Une fonction réelle semble donc
pouvoir étre considéré comme un vecteur. C’est cette
intuition que nous allons rendre plus rigoureuse dans ce qui
va suivre. Nous allons nous intéresser au cas particulier des
fonctions périodiques car c’est ce type de fonction qui est
utile pour I’étude des séries de Fourier. Nous allons étudier
I’ensemble des fonctions périodiques de période 2z pour
montrer qu’il est un espace vectoriel.

Une fonction
f:R->R

est périodique de période T si pour tout x € R on a

fx+T) = f(x).

Dans ce devoir, on ne considérera que des fonctions
périodiques de période 27, comme cos(x) et sin(3x).

On définit les opérations de base sur les vecteurs pour ces
fonctions, qu’on peut voir comme des vecteurs de la maniére
décrite précédemment.

Si on a deux fonctions périodiques de période 2
fiR->Reth:R—-R,

on définit le produit par un scalaire kf, ou K € R et la
somme f + g par

[kf]1(x) = k(f(x)) et
[f+8](x) = f(x) +g(x).

Les opérations sont donc définies composante a composante,
comme pour les vecteurs de dimension finie.

Le produit par un scalaire kf d’une fonction périodique f de
période 2r est aussi périodique de mé&me période :

[kf1(x+2m) = k(f (x +27)) = kf(x) = [kf](x)

Question 1 — Vérifier que la somme de fonctions
périodiques de période 2r est aussi une fonction périodique
de période 2rx.
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L’ensemble V des fonctions périodiques de période 27 muni
de ces opérations est un espace vectoriel, c’est a dire qu’il

satisfait les propriétés V1-V8. Par exemple, la propriété V1
est satisfaite : f+g = g+ f car pour chaque composante on a

Lf +81(x) = f(x) +8(x) = g(x) + f(x) = [g + f1().

Question 2 — Déterminer quelle est la fonction qui joue le
role de vecteur zéro et définir 1’opération — f.

Choisir et vérifier une des propriétés V2—V4 et une des
propriétés V5-V8.

3 Produit scalaire

Un produit scalaire sur un espace vectoriel est une opération
supplémentaire sur les vecteurs qui satisfait les trois
propriétés suivantes :

PS1 (., V)=(V,u)

PS2 (W + 7V, Wy=(u,w)+{(V, W)

PS3 (au,V)Y=alu,V)

PS4 (U, u)>0eton aégalité ssi 7 = 0.

Pour des vecteur dans R”, le produit scalaire usuel est définit
de la maniére suivante : pour % = (aj,--- ,a,) et

N

v =(by,...,b,), on pose

n

(B, 7) = Zakbk.

k=1

On peut définir un produit scalaire sur I’ensemble des
fonctions de période 27 en remplacant la somme par une
intégrale sur I'intervalle [—m,r]. Le produit scalaire de f et g
est définit par

(.= f f0gx)dx.

Question 3 — Calculer le produit scalaire de f(x) = x et
g(x) = cos(x).

Question 4 — Montrer que pour f(x) = sin(x) et
g(x) = cos(x) ona (f,g) =0.

Le résultat de la question précédente implique que sin et cos
sont des fonctions orthogonales par rapport a ce produit
scalaire. Nous nous servirons plus loin du fait qu’il y a des
fonctions orthogonales pour trouver une base V.

Question 5 — Vérifier que les trois propriétés PS1-PS3
sont satisfaites pour le produit scalaire de fonctions.

Dans le reste du devoir, comme on utilise trés souvent les
fonctions sin(nx) et cos(nx) pour n > 0, il est opportun de
d’introduire une notation pour y référer :

U (x) = sin(nx).

@n(x) = cos(nx)

Question 6 — Vérifier les égalités suivantes :

@o=1 vo=0 {po,0) =27
(o) =m (n#0) Wn ) =m (n#0)
Wiy =0 (n#m)

Comme |||l = |l¢ll = /7, on peut obtenir des vecteurs de
norme 1 en... normalisant :

cos(nx)|| | sin(nx) || |
v \a '
On normalise aussi ¢ :
_ 1
Yo= " —

NTh

Les relations démontrées a la question ?? impliquent que
@pnz0 Y,nxl

forment une base orthonormale. Il faut noter que I’on ne
prend pas iy = 0 dans la base.

4 Projections

La projection de orthogonale de % sur V est

— —
= N [ % %
proj(u, v)=\u, = ) —=-.
VIV
Dans R?, on peut se servir de la projection pour trouver les
composantes d’un vecteur dans une base orthonormale
donnée. Si U = (x,y,7) est un vecteur quelconque de R3, on
peut écrire
— > e g
u=xi+yj+zk.
Les composantes x, y et z sont les projections de u sur les
—> — —> .
vecteurs i, j et k.En général, si vy, v, et v3 forment une
base orthogonale de R3, on peut écrire

—
u =

3
N
anVn

=1

n
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ou les composantes sont les projections sur les vecteurs de la
base

<7, Vl’l>
an = =S5
(Vi Vi)
Question 7 — Démontrer que dans R3, si

U= aj 71 +612T/>2 +a373,
alors gy, doit nécessairement étre %A—V;’% pour k =1,2,3.

(Indice : ne pas travailler avec les composantes ! Prendre
plutdt le produit scalaire avec V', de chaque coté de 1’égalité
et utiliser le fait que (V;, V;) =0si i # j).

5 Séries de Fourier

On utilise cette idée pour pour calculer les composantes
d’une fonction périodique f dans la base formée orthogonale
par les fonctions ¢, et i,,. On trouve ces composantes en
utilisant la formule démontrée f sur les vecteurs ¢, et y,.

Question 8 — Montrer que pour n >0 on a
»Pn 1 W 1
p= L Loy b= Ly
(Pnspn) (nspn)

et pour nn =0,

e 1
W= ooy 2n YO

La fonction f peut donc s’écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs de la base ¢, et ¢,,. C’est cette
combinaison linéaire que 1’on appelle la série de Fourier de
la fonction f :

Séries de Fourier

f(x)=ap+ Z a, cos(nx) + b, sin(nx)

n=1

ou les coeflicients sont données par :
1 T
a, = —f f(x)cos(nx)dx
T /Y

b, = %fnf(x) sin(nx)dx

1 T
ap = ﬂf f(x)dx

Heureusement pour le lecteur, nous ne serons pas trop
exigeant au sujet de la convergence de telles séries, ce
probléme ayant causé beaucoup de maux de tétes a Fourier
et a ses collegues mathématiciens.

Question 9 — Montrer que la série de Fourier de la
fonction périodique « triangulaire » f

y
14

=3 - n 3r

f(x) =xpour x € [-m,7]

est

* _1\n+l
Z % sin(nx).

n=1

. . _1\n+l .
La suite des coeflicients b, = 2(+ devant les fonctions

cos(nx) est appelée le spectre de f. Pour chaque n, la
fréquence de sin(nx) est n fois la fréquence de sin(x). Le
coefficient b, est ’amplitude de la contribution de sin(nx) a
la fonction f(x). C’est ce qu'un analyseur de spectre affiche :
I’amplitude b, en fonction de la fréquence n. C’est ces
amplitudes qui détermine (partiellement) le timbre d’un son :
c’est ce qui fait la différence entre une méme note a la fllite
ou a la trompette.

Question 10 — Montrer que la série de Fourier de la
fonction périodique « carrée » g

(= g(x)
w w w T
-3r - n 3
-1
. -1 xe€[-n0] el |
Xx) = our x € [-m,7
§ 1 x €]0,7] P

est

4 (sin(x) sin(3x) sin(5x)
;( T T3 T s +)
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