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Notation 1. Si @ = (uy,us,u3), alors
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Définition 1 (Déterminant 3 X 3).
Le volume du parallélipipéde engendré par W, V et w est dénoté par
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Hypothese 1 (Propriétés des déterminants).
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(D2) Echanger deux lignes change le signe
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Lemme 1.

ts = f2



Lemme 2.
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Lemme 3.
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Théoreme 1 (Développement déterminant 3 X 3).




Démonstration.

Ui up 0 O 0 @
V1 V2 v3| = |V V2 v3|+ |V 2
wr w2 w3 wi w2 ws wy, wa
uy 0 0 0
= (V1 V2 V3| — (V2 Vi
wi wy wsg wy Wi
ui 0 0 un 0
={vVi V2 vi[—(V2 Vi1
Wi Wy w3 wy Wi
uy -0 0 u 0
=1V Voo V3| — (V2 V]
wip w2 w3 w2 Wi




V3
w3

0
V3
w3

0
us
30V
V
3 Wi
w
0
un 1
%
V2
2 Wi
w
0 u
—_ VZ
V3 o
w3
0 u
—_ V2
V3 o
w3

Vi
w1

0
us
Vi
V3
+ -
w
0 us
3|+ |v3
A% s
w3
0 u3
3|+ |v3
v o
w3

V2
wa

Vi

Vi
wi

V2
w2

V2
w2



Uj 0 0 175 0 0 us
=10 Vo v3|—|v2 Vi v3|+|vz VI V
wi w2 ws| (wo ow; o ws| (w3 w; wp
ui 0 0 uy 0 0 us 0 0
={0 vy wv3|=|va vi wvi|+|vz vi w»m
0 wy w3 wy Wi wj w3 wip wp
uy 0 O uy 0 0 us 0 O
=10 V) V3| — 0 Vi V3| + 0 V1 1%}
0 wy wy 0 w; ws 0 wi wp
:7u1 :;2 :‘/}3 — Uy :;1 :;3 + s Vi :;2 0
2 3 1 3 1 2
‘,\ys'“‘v\/ \ ] wld/dj
Oo,w, ¢
L ale / 2 ( /o 2

(9 p03)



Reégle de Sarrus N \ [
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Les deux coincident !
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Proposition 1.



Théoreme 2. Le systeme d’équations linéaires

ax + bly +c1z = dl
ax+by+cz=dr
asx + b3y +c3z=d3

a une solution unique si et seulement si

ar b1
a by cp|#0.
az bz c3



Démonstration. On suppose que aj # 0.

ap by c 4
a by ¢ d
ay by c3 ds
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aj by cl di
~10 aiby—axby ajco —axer aydy — axdy
0 a1b3 - a3b1 ajci —ascy a1d3 - a3d1

al b] C1l dl
~10 arby —arb, ajcy — ascy a dr — ard,
0 (a1bs —asby)(a1by —axby) (aicz —azci)aiby —azby) (a1ds — azdi)a1by — azby)

ay by c1 *
~10 aiby—axb; ajcy — axcl *
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(a1c3 —azcyr) (a1by — agby) — (arca — azey) (arbs — azby)
= a%bzq —ajazbic3 — ajazbycy + arazbicy
— a%b3cz +ajazbico + ajarbzc — apazbicy
2 2
= a1b2C3 - a1a2b103 - ala3b203 - albgcz + a1a3b162 + a1a2b361
=da] (a1b203 - a2b103 - a3bzc3 - a1b302 + a3b102 + a2b3cl)

Comme a; # 0, le systeéme d’équations linéaires donné a une solution unique si et seulement
si

airbycs — arbic1 — azbacy — aybzey + azbicy + axbszcy # 0. O



Théoréme 3 (Cramer).
ai by ¢

Silay by ¢ # 0, alors le systeme d’équations linéaires
as by ¢

aix+byy+ciz=d
arx + byy+ crz=dy  apour unique solution
asx + b3y +c3z=d3

di b1 ar di ¢ ar by di
d by o a dr a by dp
dy by c3 ay dy c3 a3 by ds
X = y = 7= —————
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Théoréme 4. Les vecteurs u, v et w sont linéairement
indépendants si et seulement si
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Théoreme 5. Les points A, B, C et D sont coplanaires
si et seulement si
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Exemple 1. Déterminer siA = (1,2,—-1), B=(2,0,1) C = (0,1,1) et D = (1,1,1) sont
coplanaires.

solution

14—B>:(270’1)_(1’2’_1):(1’_2’2) —_— A—_B) —_— 1 —2 2
— —
AC=(0,1,D)-(12,-1)=(-1,-12) — AC — |=|-1 -1 2
— - 0o -1 2
AD = (1,1,1) = (1,2,- 1) = (0, - 1,2) — AD —

-ofy J-efy 3oy 3
= (D) = (=2)(=2) + 2)(D)
=2

pe . . , P —>
Comme le déterminant est différent de zéro, les vecteurs U, V et W ne sont pas
coplanaires.



Volumes pyramides et prismes
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