Forme ERL, pivots, rang

Définition. Une matrice est sous forme échelonnée si le Définition. Une matrice est sous forme échelonnée réduite
nombre de zéro devant la premiere valeur non-nulle d’une (ERL) si est échelonnée et si chaque pivot est 1 et est la seule
ligne est strictement croissant de la premiére a la derniere entrée non-nulle sur sa colonne.
ligne.
. . p . Question 2
Exemple 1. Les matrices suivantes sont échelonnées. Si la matrice est ERL, encercler ses pivots. Sinon, encadrer les
1 2 3 1 0 0 1 2 0 entrées qui ne respectent pas la définition de matrice ERL.
0 1 1 010 0 0 1
00 1 00 1 00 0 {120] [123]
a) |0 0 1 |0 1 2
23456 2300 6 000 001
0 3 456 0 00 56 1 2 3 1 2 3
0 0 4 5 6 0 0 0 0 6 b){OOl] d)[014]
0 0 0 0 6 00 0 0 O 0 0 0 01 5
000 0O 000 0O
Exemple 2. Les matrices suivantes ne sont pas échelonnées. Définition. Deux matrices A et B sont équivalentes lignes
(notation : A ~ B si on peut transformer A en B a I’aide des
1 2 3 0 0 1 0 2 1 transformations élémentaires :
I 11 0 1 1 111 . .
{0 0 0] {1 11 [3 0 O] 1. L; & L; échanger deux lignes;

2. L; < kL;,k # 0 multiplier une ligne par une constante
non-nulle;

3. L; < L;+kL; Remplacer une ligne par sa somme avec
un multiple d’une autre ligne.
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Théoréeme.

1. Toute matrice A est équivalente ligne a une matrice
ERL R (en utilisant la réduction de Gauss) :
pour toute matrice A il existe une matrice

Définition. La premiere entrée non-nulle d’une ligne d’une
matrice échelonnée est appelée pivot.

Exemple 3. Les pivots des matrices échelonnées suivantes sont ~ ERLRtelleque A ~R . .
les entrées encerclées. 2. Si deux matrices A et B sont équivalentes ligne a la

méme matrice ERL R, elles sont équivalentes ligne :

® 2 3 @ o o @ 2 0
[0 © 3] [0 ©) 0] [o @] A~RetB~R = A~B.
o 0o B 0o o (O 0
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Définition. Le rang d’une matrice A est le nombre de pivots
de sa forme ERL. On note ce nombre rang(A).

@ 3 4 5 6 @ 30 0 6
0 B 4 5 6 000G 6 — , ; —
0 0 @ 5 6 0 00 0 @ Théoreme. Sl Aestla mz}trlce mX (n.+ 1) associée a un s.ys—
0 0 0 0 @ 0 00 0 0 teéme d’équation a m équations et n variables, alors la solution
0 0 0 0 0 0 00 0 0 du systeme est de dimension n —rang(A).
Question 1 Corollaire. Le systeme d’équation

Encercler les pivots des matrices échelonnées suivantes.
ap Xy -+ dapXp =€

2) 1 2 5 2 1 1 2 3 foep o=

0 4 d|0 3 3 10 0 O

0 0 1 0 00 ap1 X1+ -+ appXy = Cy

1 2

b) (O 0) 0 2 2 0O 00 a une solution unique si et seulement si la matrice
elo o 1 2|0 0 0 air - daig

0 2 2

9) 0 0 00 O 0 00 est de rang n.

anl -t dpn




Question 3
Déterminer la dimension de la solution des systémes d’équations
suivants.

x+y+z=1 x+y+z=1
a) {y+z=1 x+y+z=1 d) qy+z=1
z=1 c) {y+z=1 2y+2z=21
2y+2z=21
b) {x+y=1 v

Exercices supplémentaires

Question 4
Faire la liste de toutes les formes de matrices 2 X 2 échelonnées, en
indiquant * pour une entrée quelconque et @ pour un pivot.

Question 5
Faire la liste de toutes les formes de matrices 2 X 2 échelonnées
réduites, en indiquant * pour une entrée quelconque.

Question 6
Déterminer le rang des matrices suivantes.

12 123 100
a)(—z —4) o4 5 6 el 10
b)(lz) 789 111
3 4 111 111

d |2 2 nit 21
3 131

Question 7
Vrai ou faux ?

a) Les vecteurs (a,b) et (c,d) sont linéairement indépendants si et

a C) est 2.

seulement si le rang de ( b d

b) Le systeme d’équation

ajnxtapy+taizz=ci
azix+axy+ta;z=c
azix+aspy+dazzz=c3

a une solution unique si et seulement si la matrice
apy app as

a1 ayp azs|estderang 3.

aszy as ass

SOlutionS © 2 (% 1 Question 5
a) 0 C
0 0 0 b0t Loy (1 f) (0 1) (0 0
0 0 1 o 1)lo oflo oo o
1 2 |3
Question 1 b) [0 o ] Y (1) i
0 0 0 Question 6
0o 1] 5
0o @ e) [0 0 @ a) rang =1 d) rang=1
b) (@ 2) (U] 0 - b) rang =2 e) rang =3
0 0 @ 2 3 Question c) rang=2 f) rang=2
) (1 @) Hl{o o0 O] a) Rang=3, solution de dimension 3 —3 = 0 (point).
c
(U 0 0 0 b) Rang=1, solution de dimension 2 — 1 =1 (droite).
@ 2 1 g) Aucun pivot ¢) Rang=2, solution de dimension 3 —2 = 1 (droite). Question 7
4|0 @ 3 d) Rang=2, solution de dimension 3 -2 =1 (droite). ) L .
0 0 @ a) Vrai, car les vecteurs sont linéairement indépen-
dant si
Question 4 [ax +cy=0bx+dy=0
a une solution unique, ce qui est le cas uniquement
& *\ (& (0 & 0 0 4 ¢
0 &/\0 0/\0 O et 0 0 si le rang de la matrice (b d) est 2.
Question 2 b) Vrai



