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Arithmétique modulaire

1. Arithmétique modulaire
1.1. Résidus

Le résidu modulo n d’un entier a est le reste de la division de a par n.

Il existe plusieurs notations pour désigner le résidu modulo #. En
mathématiques, on le note souvent (¢ mod n). Dans certains langages de
programmation (comme Python), on écrit plutdt a%n.

On calcule les résidus modulo » en effectuant la division avec reste.
Exemple 1. Pour calculer (421 mod 5), on divise 421 par 4 :

% = 84 reste 1.

ou, écrit autrement :
421 =5x84+1.

On a donc que (521 mod 5) = 1.

Question 1
Effectuer les divisions avec reste suivantes. Ecrire le résultat sous la forme
n=aq+r.

a) 20+3 b) 24+5 c) 99+2 d) 25664

Remarque.

Nombres modulo 3
a e -4 32-1012

34567

(@amod3)|--- 2 01 201201201--
Nombres modulo 12

a ---2-1012345678910111213---

(amod 12)---101101234567891011 0 1 ---

m 9
10 2
9 3
8 4

7 ¢ 5

2. Résidus de nombres négatifs

Le reste de division est toujours un nombre positif, donc les valeurs modulo n
sont toujours positives et

0 < (a mod n) < n.

Pour calculer le résidus d’un nombre négatif comme —a (a € N), on calcule
(a mod n) avec la division euclidienne, et on additionne » au résultat obbenu.

(—a mod n) = —(a mod n) +n.



Exemple 2.
(-5mod2)=—-(5mod2)+2=—-(1)+2=1.
(-12mod 5) =—-(12 mod 5)+5=—-(2)+5=3.
(=17 mod 20) = —(17 mod 20)+20 = —(17)+20 = 3.

Question 2
Calculer les résidus suivant.

a) (=7 mod 5) b) (-5 mod 7) ¢) (-1 mod 10) d) (63 mod 8)

Congruences

Soit deux nombres entiers a et b. On dit que a est congru a b modulo 7 si les
restes de division par n de a et de b sont les mémes. On écrita = b (mod n)
pour dire que a est congrus a b modulo n.

Question 3
Vérifier que les congruences suivantes sont valide.

a) 5=9 (mod 2) ¢) 6=9 (mod 3)
b) 4=10 (mod 2) d) 3=15 (mod 12)

Proposition 1.

a =0 (modn) < a estun multiple de n

< n divise a exactement.

Proposition 2. Si n//d est la partie entiere du résultat de la division de n
par d et n%d le reste de cette division, alors

n=d(n//d)+n%d.

Proposition 3. a=b (modn) < a—>b =0 (mod n).

Opérations modulo n

On peut additionner et multiplier modulo » deux nombres entiers a et b en
effectuant I’opération habituelle avec des entiers et en prenant ensuite le
residu modulo 7 ou en prenant les résidus avant de faire I’opération.

Proposition 4.

(a+b mod n) = ((a mod n) + (b mod n)) mod n)
(a—b mod n) = (a mod n)— (b mod n)
(ab mod n) = (a mod n)(b mod n)

Exemple 3.

(12+7) mod 2 = ((12 mod 2) + (7 mod 2)) mod 2
=(0)+ (1) mod 2
=1



(103 -47) mod 3 = (103 mod 3) — (47 mod 3)) mod 3

=(1)-(2) mod 3
=—1 mod 3
=2

(107-67) mod 5 = ((107 mod 5)(69 mod 5)) mod 3
=(2)(4) mod 5
=8 mod 5
=3

Question 4
Evaluer les expression suivantes a I’aide de la proposition E]

a) 4+7 mod 3

b) 4-7 mod 3

¢) 20+10-30 mod 9

d) 15+16+17+18+19 mod 2

Exercices supplémentaires

Question 5
Effectuer les divisions avec reste suivantes. Ecrire le résultat
sous la forme n =dg +r.

a) 16+3
b) 495

) 322
d) 332

e) 34=2
f) 13724

g) 3921+6

Question 6
Calculer les résidus suivants.

a) (5 mod4)
b) (7 mod 4)
¢) (30 mod 4)
d) (105 mod 4)

e) (32 mod 5)
f) (123 mod 10)

h) (30 mod 4)
i) (=7 mod 8)

j) (=1 mod 11)
g) (123 mod 3)

Question 7
Dire si les congruences suivantes sont vraies ou fausses.

a) 75=1 mod?2 e) —32=-5 mod7
b) 42=1 mod?2 f) 18=0 mod?9
¢) 4=7 mod3 g) 99=6 mod3

d) -1=5 mod6 h) 424 =72 mod 10

Question 8
Effectuer les opérations suivantes.

a) 473+280 mod?2
b) 36+5 mod 6
¢c) 44+78 mod>5

d) 26—-50 mod 12
e) 56x391 mod?2
f) 321x48 mod 3

Question 9

L arithmétique modulaire est tres utilisée en informatique,
particulierement modulo 2. Une utilisation importante est pour
la détection et la correction d’erreur de transmission.

Une technique permettant de détecter des erreurs de
transmission est d’ajouter un « bbit de parité » a chaque mot
binaire transmis. Par exemple, si on veut transmettre
n=0b01101101, on ajoute le bit de parité calculé en prenant la
somme des chiffres binaire de » modulo 2 :

0+1+14+0+1+1+0+1mod2=1.

Le message transmis est donc ¢ = 0b011011011, le dernier bit
étant le bit de parité.

Si on regoit le message erroné m = 0b011001011 (disons a
cause d’une pointe électrique survenue pendant la

transmission !), on peut « détecter » I’erreur en recalculant la
valeur du bit de parité et en la comparant avec le bit de parité du
message recu :

0+1+1+0+0+1+0+1mod?2=0.



Comme le résultat n’est pas le méme, on sait que le message
recu est erroné et qu’on doit demander de retransmettre cette
partie du message.

a) Déterminer s’il y a une erreur si on recoit le message
suivant :
0b100111011011001010.

b) Comme on ajoute 1 bit & chaque octet transmis, le taux de
transmission diminue un peu. Si on transmet des bits a un
taux de 1 Mb/s, I’ajout de bit de parité ralentit la
transmission a quel taux ?

Question 10

L’idée des bits de parité de la question précédent est utilisé de
maniere différente pour détecter et corriger des erreurs de
stockage de I’information. Le systeme RAID permet d’utiliser
plusieurs disques durs pour minimiser les pertes de données. Ce
systeme utilise une propriété de 1’addition modulo 2 : pour
n’importe quels nombres a, b, p valant O ou 1,

a+pmod2=c & a+pmod2=>b < b+pmod2=a.

Si un disque A contient I’'information A = 0b01101101 et un
disque B de la mé&me taille que A contient I’information

B =0b11010100, on calcule un bit de parité en additionnant
modulo 2 chaque bit de A et de B :

01101101 A
+ 1 10101 0 0 B
=101114001C

Le résultat P = 0b 1011 1001 est stocké sur un troisieme
disque P.

a) Si certains bits de B sont modifiés par erreur mais que A et C
sont intacts, vérifier que 1’on récupérer le contenu du disque
B en additionnant chaque bit de A et de C modulo 2

b) Vérifier que le systeme RAID permet aussi de récupérer le
contenu du disque A si celui de B est intact.



Question 1

a) 6reste2,20=3-6+2
b) 4reste 1,24=4-5+1
c) 49reste 1,99 =2-49+1
d) 4reste 0,256=4-64+0

Question 2

a) (<7mod5)=—-(7mod5)+5=-2)+5=3

b) (-5mod7)=-(5mod 7)+7=-(5)+7=2

¢) (-1mod7)=-(1 mod10)+10=—-(1)+10=9
d) (=63 mod 8) = —(63 mod 8)+8=—(7)+8=1

Question 3

a) 5 (mod 2)=1=9 (mod 2)

b) 4 (mod 2)=0=10 (mod 2)
¢) 6 (mod 3)=0=9 (mod 2)

d) 3 (mod 1)2=3=15 (mod 1)2

Question 4

a) (4+7 mod 3) = ((4 mod 3) + (7 mod 3) mod 3)
=(1+1)mod 3
=2 mod 3
=2

b) (4-7 mod 3) = ((4 mod 3)- (7 mod 3) mod 3)
=(1-1) mod 3
=1mod 3
=1

©)

(20+10-30 mod 9)
= ((20 mod 9) + (10 mod 9) - (30 mod 9) mod 9)
=(2)+(1)-(3)) mod 9
=(5 mod9)
=5

d) (15+16+17+18+19 mod 2) =
((15 mod 2)+ -+ (19 mod 2) mod 2)
=1+0+1+0+1 mod 2
=3 mod 2
=1

Question 5

a) Srestel,16=5-3+1

b) 9reste4,49=9-5+4

c) l6reste0,32=2-16+0

d) 16reste1,32=2-16+1

e) 17reste0,32=2-17+0

f) 343 reste 0, 1372 =343-4
g) 653 reste 3,3921 =653-6+3

Question 6
a)
b)
c)
d)
€)
f)
2
h)
i)
j) 10

W N NN W=

—_— O

Question 7

a) Vrai
b) Faux
¢) Vrai

d) Vrai
e) Faux
f) Vrai

g) Vrai
h) Faux

Question 8
a) 1 c) 2 e) 1
b) 5 d) 0 f) 0
Question 9

a) Lasomme modulo 2 des 8 premier bits transmis
est

140+0+1+1+1+0+1mod2=1

ce qui correspond a la valeur du bit de parité 1.

La somme modulo 2 des 8 bits suivants est
0+1+14+0+0+1+0+1mod2=1

ce qui que correspond pas a la valeur du bit de
parité 0.

11 faut donc retransmettre la seconde partie du
message.

b) Pour chaque 8 bits on doit transmettre un 9¢ bit.
11y a donc 8 bits d’information transmise pour
chaque 9 bit.

1000000b ~8b  838888b

s x%~ Ts ~ 8.88Mb/s

Question 10

a) 0o 1 1 0 1 1 0 1 A
+ 1 1 11 0 O 1 P
=11 0 1 0 1 0 O B

b) 1 1.0 1 0 1 O O B
+ 1 1 11 0 0 1 P
= 0 1 1 0 1 1 0 1 A



Exemples de tables d’addition et de multiplication

Modulo 2
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