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Fonctions quadratiques

1. Fonctions quadratiques

Définition. Une fonction quadratique est une fonction définie par un
polyndéme de degré 2 :

fx) = ax’ +bx+c,

avec a # 0.

Note. On suppose que a # 0 car si a = 0, le polyndme ax? + bx + ¢ est en fait
le polyndme de degré 1 be + x. Dans ce cas, la fonction f(x) = ax? +bx +c est
une fonction affine.

On utilise un des trois formes suivantes pour définir une fonction quadratique.

Définition. La forme générale est

fx) = ax® +bx+c.

La forme canonique d’une fonction quadratique est

y =a(x—h)*+h.

La forme factorisée est

J) = alx—z)(x-22).

On peut passer d’une forme a une autre a 1’aide de manipulations algébriques
appropriées.

Question 1
Mettre la définition de la fonction quadratique suivante sous forme factorisée :
f(x)=x*-3x—-4.

Question 2
Mettre la définition de la fonction quadratique suivante sous forme générale :
f(x)=3(x=2)>-1.

2. Graphe des fonctions quadratiques

Définition. Le graphe de la fonction définie par une équation quadratique
de la forme

y=ax2+bx+c

ol a, b et ¢ sont des nombres réels et a # 0, est une parabole.
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2.1. Sommet
Proposition 1. Le sommet de la parabole définie par y = f(x) ou f est
une fonction quadratique est le point (4,k) si f est sous forme canonique

f(x) = a(x—h)* +k.

Exemple 1. Si f(x)=5(x— 2)2 + 3, le sommet de la parabole est au point
(2,3).

Si f(x)=5(x+ 2)% +3, le sommet de la parabole est au point (—2,3).

Si f(x)=5(x+ 2)2 -3, le sommet de la parabole est au point (-2, — 3).

Proposition 2. Les coordonnées du sommet de la parabole définie sous
forme générale f(x) = ax® +bx+c sont

)c=h:—i y=k= f(h).
2a

Question 3
Déterminer les coordonnées du sommet des paraboles dont les équations sont
les suivantes.

a) y=x>—4x+4
b) y=2x>+8x-3

c) y=2x2+6x+1

2.2. Orientation

a<0 7

a=0 Droite!

Question 4
Déterminer I’orientation des paraboles dont les équations sont les suivantes.
Répondez en choisissant entre U, N et —.

a) y=3x2—4x+5 d) y=—-4x+5°
b) y= -2 +4x+1 e) y=(x+1)"-3
o2 _ Ax+1)?
& y= 2 —axs D y=-T5 e VIO

2.3. Ordonnée a ’origine
Proposition 3. L’ordonnée a I’origine d’une fonction quadratique f est

f(0).

Exemple 2. Déterminer I’ordonnée a I’ origine de f(x) = x> —3x +4.

£(0)=(0)*-3(0)+4 = 4.
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2:-2

Exemple 3. Déterminer ’ordonnée a I’origine de f(x) = — 3 1.
2(0-2) 8 5
0 = 1 =—-= 1 =—=.
J(0) 7t 3t 3

Question 5
Déterminer I’ordonnée a 1’origine des fonctions quadratique suivantes.

a) f(x)=2x*-5x+9 d) f)=(x—172-2
2 ~ )
b) f) = 2 4141 &) f(x)=3(x+272-5
3 3(x+1)?
x? ) f(x)z—T+1
¢ f(x)= %+%+log2(10)

2.4. Zéros

Définition. Les zéros d’une fonction quadratique f sont les solutions de
I’équation

f(x)=0.

Proposition 4. Les zéros de la fonction quadratique définie sous la forme
factorisée f(x) = a(x—z1)(x—zp) sont 7 et z5.

Proposition 5. Les zéros d’une fonction quadratique sous la forme cano-
nique f(x) = ax> + bc + ¢ peuvent étre déterminé a I’aide de la formule
quadratique

—b+ Vb2 —4ac

ax* +bx+c=0 & x=
2a

Définition. Le discriminant de ax? + bx + ¢ est A = b* —4ac.

Proposition 6. Le nombre de zéros d’une fonction quadratique dépend
du signe du discriminant de la maniere suivante.

T

Question 6
Déterminer le nombre de zéros des fonctions quadratiques suivantes en
utilisant le discriminant.



a) f(x)=x*-2x-3 ©) f(x)=x>—4x+4
b) f(x)=—x*-2x-3 d) f(x)=@x-2)%+1

Exemple 4. Déterminer les zéros de la fonction définie par f(x) = 3x> +4x—2

A I’aide de la formule quadratique, on trouve que f(x) = 0 si et seulement si

—4+ /42 -4(3)(-2)
2(3)
4+ V16+24
6

—4+ V40

6
~41+2+10

6
—2+ V10

3

X =

Les zéros de la fonction f sont donc

-2+ 410 o -2+ 410
3 3 ’

Question 7
Déterminer les zéros des fonctions quadratiques suivantes.

a) f(x)=-3(x-2)(x+1) ¢) f(x)=2(x-1)>-8
b) f(x)=x*>-8x+15 d) f(x)=3(x-2)%+6

278 Sammot
Proposition 7. Les coordonnées du sommet de la parabole définie par la
fonction f(x) = ax*+bx +c sont

-2 2)

Exemple 5. Déterminons les coordonnées du sommet du graphe de la
fonction quadratique définie par

f(x) =2x> +3x+4.

Comme a =2etb =3,0naque

b 3 3

22 22 &



On a ensuite que

o|

Le sommet du graphe de f est donc en (—%,2).

Question 8
Déterminer les coordonnées du sommet des fonctions quadratique suivantes.
a) f(x)=x>—4x+4 Q) f()=5 - V2x+3
b) f(x)=3x2-2x+1
Exemple 6. Déterminer les zéros et les coordonnées du sommet le la
parabole définie par f(x) = —(x—4)* + 3.
Pour trouver les zéros, on résout
f()=0 &= —(x-4*+3=0

= (x-4)?%=3

= x-4=2V3

e x=4+ V3.

Le sommet de la parabole est en (h,k) = (4,3).

Question 9
Déterminer les zéros et les coordonnées du sommet des paraboles suivantes.

a) f(x)=x>—x+4 b) f(x)=(x—-1)>+5 ¢) f(x)=(x=5)(x-2)

2.6. Forme générale a forme canonique et complétion de
carré

On peut passer de la forme générale d’une fonction quadratique a la forme
canonique a I’aide d’une complétion de carré.
Exemple 7. Déterminer la forme canonique de la fonction quadratique
définie par

f(x) = x> —4x+7.

f)=x>—4x+7
=X’ —4x+4-4+7
= (X —4x+4)+3
=(x-2°+3



Question 10

Déterminer les coordonnées du sommet des paraboles définie par les fonctions

quadratiques suivantes a 1’aide d’une complétion de carré.

a) f(x)=x*-2x-3
b) f(x)=x*>+2x+5
¢) f(x)=x*+4x—1

Exercices supplémentaires

Question 11
Déterminer les coordonnées du sommet des paraboles définie
par les fonctions quadratique suivantes.

a) f(x)=x*-2x-3
b) f(x)=3x>—6x+9
¢) f(x)=-2x*+5x+2
d) f(x)=x>+3x+4

e) f(x)=2x>+6x-2
f) f() =% +2x-3

g f)=-5+i+1

Question 12

Déterminer le graphe des fonctions quadratiques suivantes.
Indiquer sur le graphe les coordonnées du sommet, les zéros et
I’ordonnée a I’origine.

a) y=(x-3)?

b) y=(x-2)"~1

©) y=(x+1y*-2

Question 13
Mettre la définition des fonctions quadratiques suivantes sous
forme générale.

a) f(x)=(x-3)>+2
b) f(x)=2(x+1)>-3
O f=(x+1)+1

d) foy=2050 11

3

2(—1)*
e) flx)= 25" +3
“3(ab)
2

f) f()=

5
*t3

Question 14
Passez de la forme générale a la forme canonique a I’aide d’une
complétion de carré.

a) f(x)=-3x>—-18x-25
b) f(x)=-5x>-5x+32

¢) f(x)=-10x%+100x—-251
d) f(x)=2x>-20x+52

) f() =% —x+3

f) f) =% +4+2

Question 15
Déterminer les intervalles de croissance et décroissance des
fonctions quadratiques suivantes.

a) f(x)=x>-3

b) f(x)=(x-3)

) f(x)=(x+3)?

d) f(x)=2(x+3)?

e) f(x)=2(x—3)2+5

Question 16
Trouver les zéros des fonctions suivantes.

a) f()=(x-Dx+1)
b) f(x)=(x—-2)(x+3)
¢) f(x)=x>—4x-5
d) f(x)=x>-3x—4
e) f(x)=2x*-5x+2
f) f(x)=x*—4x—-1
g) f(x)=5x>=2x+2
h) f(x)=6x>-5x+1

Question 17
Trouver les zéros, les sommets et esquisser les graphes des
fonctions suivantes :

a) f(x)=x*—x+6

b) f(x)=4x>-36

¢) f(x)=—-2x*—2x+40
d) f(x)=x>+4x+3

e) f(x)=-3x>+5x+8



Solutions

Question 1
On factorise le polynéme :
P =3x—4=(x-4)(x+1)

La forme factorisée de la
définition de f est donc

fx)=(x-4)(x+1).

Question 2
On développe le polyndéme :
3(x-2)2-1
=3(x°—4x+4)-1
=37~ 12x+11

La forme générale de la
définition de f est donc

F) =322 —12x+11.

Question 3

a) h=377 =2
k=(2)>-4(2)+4=0.

Le sommet est (2,0).
b) h=35 =-2
k=(=2)>+8(=2)-3.
=4-16-3

=-15
Le sommet est (—2,— 15).

-6 __3
C) h_TZ)__i

RERER

=~ 4+3.3+1

O A~ O

=-+10
9 40

4

~

~

v
4
Le sommet est (—%,@).

Question 4
a) U
b) N
c) U
d —
e) U
) N

Question 5 Question 8

a) f(0)=9 2) h:_zﬁ

b) f(0)=1 j’4

o) f(0)=log,(10) T2

d) f(0)=-1 =2.

e) f(O=7 k= f(h

D fO=7 A
=(2)*-4(2)+4
=4-8+4

Question 6 _o.

a) A=(=2)2-4(1)(-3)=16>0.

Iy a donc deux zéros. b

b) A= (-2 —4(-1)(-3) = b) h=-2,
-8 <0.1ly adonc aucun )
7610S. =_ﬁ
¢) A=(-42-41)(3)=0.Ilya 1
donc un seul zéro. -3
d) f()=@x-27%+1= k= f(h)
X —dx+4+1=x2-4x+5 1
A=#)?-41)5) =-4<0. = (3)
Il y a donc aucun zéros. 2
1 1 ]
=3(=] -2(=
(5) 2l3)-
Question 7 3 2 3
= — =4 =
2) fx)=0 ?2 RN
—3(X—2)(X+1):0 :§—§+§
(x=2)(x+1)=0 2
x=2oux=-1 3
b) ) =0 Lf 2(3mmet est donc en
2-8x+15=0 o ,
(x=3)(x=5)=0 ) h=-
x=3oux=5 ~ -\2
_ Y
c) fx)=0 2(7)
2x-12-8=0 -2
2 _
2()6—1) =8 k=f(h)
2 _
(x=1)> =4 - 1(V2)
~1==+V4
. 1=+2 (\5)2 V2 >
X—1== =T— 2(@+5
x=1x2 _2 5 3
x=-loux=3 =27°%3
d) F®)=0 =1—2+%
3(x=2)2+6=0 1
3(x-2)> =6 2
(=2 =2 Le sommet est donc en

(V2.3)

L’équation n’a pas de
solution quand (x — 2)2 est
toujours un nombre positif.

La fonction f n’a pas de
78ros.

Le sommet est donc en (2,0).

Question 9

a) On trouve les zéros en
factorisant :

¥ =5x+4=(x-4)(x-1),

les zéros sont donc 1 et 4.
On trouve le sommet

_—(=5_5

2y 27

et que

A3

2
5 5
_(5) _5(5)+4
25 25
=7 2t
25 50 16

s a7

b) Les zéros sont 2 et 5.
Pour trouver le sommet, on
développe pour mettre sous
forme générale :

(x=5)(x=2) = x> —7x+10.
On a donc que
(=7 7

21 27

Question 10
a)

P -2x-3=x>-2x+1-1-3
=(x-1%-4
1,-4)
b)
P4+2x+5=+2x+1-1+5
=(x+1)%+5
(-1,4)

c)
X +dx—1=x>+4x+4-4-1
=x+2)?%-5
(-2,-5)



Question 11
a) (1,-4)
b) (1,6)

c)(

e>( ~%)
f) (-2,-5)
o (%)

Question 12

a) Sommet : (h,k) = (3,0)
Zéros: f(x) =0 =
(x=3)?=0 & x=3
Ordonnée a I’origine :

f0)=((0)-3)2=9

(x=3)?

f(0)=9

3,00 *

b) Sommet : (hk)=(2,-1)
Zéros :

f)=0 & x-22%-1=
0= x-20=1 = x-
2=%]1 & x=1oux=3
Ordonnée a I’origine :

fO0)=(0)-2)*~1=3

(x=27*-1

-/

271)
¢) Sommet : (h,k)=(—1,—-2)
Zéros :
f0)=0 = x+1)?-2=
0 = (x+12=2 = x+
1=2V2 = x=-1£V2
Ordonnée a I’origine :

FO)=(0)+1)?-2=~1

(x+1)2=2

L1442

/ x
f(0)=3

-1,-2)

Question 13

a) f(x)=x%—-6x+11
b) f(x)= 2x2 +4x-1
0 fy=xr-F+ 10

d) f(x)=2i——+1
e) f()_Zx 4x +1

f) fl)= —%—% ¥

Question 14

a) f(x) =-3(x+3)2+2
b) f(x)=-5(x+3} ) +2
¢) f(x)=-10(x-5)*-1
d) f)=2(x-5)?%+2

e) flx) = ” +1
D f)= —“‘*2” +3

Question 15

a) Décroissant sur ]—c0,0],
croissant sur [0,00[.

b) Décroissant sur ]—co,3],
croissant sur [3,00[.

¢) Décroissant sur |—oo, — 3],

croissant sur [—3,00][.

d) Décroissant sur ]—oo, — 3],

croissant sur [—3,00][.

e) Décroissant sur |—00,3],
croissant sur [3,00].

Question 16

a) x=letx=-1
b) x=2etx=-3
¢c) x=—-letx=5
d x=-letx=4
e) x:Zetx:%

) x=2-V5etx=2+15

g) Pas de zéro

1 _1
h) x—getx—j

Question 17

a)

5

-2 -1 1 2 3 4
b) Zéros:x=-3etx=-1.
Sommet en (-2,-1).

c) Zéros:x=-letx= %.
5 121
Sommet en (g,ﬁ).

T\
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