Cercle trigonométrique et fonctions trigonométriques

1. Pourquoi le cercle trigonométrique ?

Le cercle trigonométrique est un moyen de définir les rapports trigonomé-
triques comme sin, cos et tan pour des valeurs plus grandes que 90°.

La définition élémentaire de ces rapports est donnée a partir d’un triangle
rectangle :

En trigonométrie élémentaire, on défini

cos(@)—A
=
(0]
o= 2
sin(6) T
o
tan(6) = —.
an(6) 2

Cependant, cette maniere de définir les rapports trigonométriques ne per-
mettent pas de les calculer si I’angle 0 est plus de 90°, car il n’est pas possible
de former un triangle rectangle en ajoutant un 3¢ coté.

Le cercle trigonométrique donne une définition des fonctions trigonométriques
pouvant étre utilisée pour tous les angles possibles.

2. Angles et cercle trigonométrique
Définition. Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1 centré a
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NI

Un point P du cercle trigonométrique correspondent a un angle 6 : 6.
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On note P(0) le point du cercle trigonométrique correspondant a 1’angle 6.
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2.1. Orientation et tours multiples

Par convention, on mesure les angles dans le cercle trigonométrique a partir
d’un angle O situé sur 1’axe des x positifs. Les angles positifs correspondent
aux angles mesurés dans le sens anti-horaire, les angles négatifs correspondent

aux angles mesurés dans le sens horaire.
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Enfin, bien que ces angles n’aient pas de sens géométrique, on peut considérer
des angles négatifs ou positifs de plus d’un tour.
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3. Mesure des angles

Comme un angle correspond a une partie du cercle trigonométrique, on peut
mesurer sa grandeur en la comparant avec une grandeur conventionnelle.

3.1. Tour

Le tour est une mesure d’angle ol on compare un angle avec un tour complet
du cercle.

6 =1 tour = 7 tour 6= 1—12 tour 0= —% tour
A
@ <j>\7 Kb" @V
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6 = 5 tour 0= %tour 6 =—1 tour @ = —1 tour

3.2. Degrées

Le degrée (*) est une mesure d’angle ol un tour complet est divisé en 360.

360 °
3

6 =360° 9=‘900 6=30° 6 =-180°

0 =180° 0 =‘120° 6 =-360° 0 =-90°
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3.3. Radians

Le radian (Rad) est une mesure d’angle ol un angle est mesuré en longueur
d’arc sur la circonférence de cercle de rayon 1. Comme la circonférence d’un
cercle de rayon r est 27r, la circonférence du cercle trigonométrique de rayon

1lest2n(1) =2m.
' 1 Rad 27 Rad
A G,

9 =2rRad 6 =73 Rad 6 = % tour ¢ = —-n Rad
A
O Do
6=mRad 6= % Rad 6 = —2x Rad §=-7Rad

3.4. Conversion entre les mesures d’angles

Pour convertir entre les différentes mesures d’angle, on peut faire des pro-
portions en comparant a une mesure équivalente, comme un tour complet du
cercle :

6 Tour 6 Rad 0 Deg

1 Tour 27Rad 360 Deg

Exemple 1. Convertir 1/4 tour en degrés :

1/4tour 6
ltour ~ 360°

= 0= 360(1) =90°
4
Exemple 2. Convertir 60° en radians :

60° 0 60\ n
360° Zrrad 0 2”(%) =3 Rad

Question 1
Effectuer les conversions demandées.

a) 45° en radians.

2
c) ?ﬂ Rad en degrées.
b) —135° en radians.

d) % Rad en degrées.

Note. Il est généralement plus facile de repérer un angle en radians dans le
cercle trigonométrique sans faire la conversion. Il est plus simple de penser en
« demi-tours » plutdt qu’en tours.



Par exemple, pour situer rapidement un angle de 3?” Rad, on le considere
comme un multiple de % :
3n

T
— =3-_.
5 5
Comme il est facile de diviser le demi-tour 7 en 5 angles de 3, il est simple de

: ’ 3n
situer I'angle de <.

P(¥)

Il est aussi plus facile d’additionner des angles directement si on a cette
division du cercle en téte : il est plus facile d’additionner mentalement 35—” et s
(somme qui est évidemment ‘g—", que d’additionner mentalement les mémes
angles en degrés : 108 +36 = 144.

3.5. Correspondance entre les angles et les points du cercle
trigonométrique

Définition. Un angle 6 correspond a un point P(6) du cercle trigonomé-
trique. Par convention, 1’angle O correspond toujours au point (1,0).
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Exemple 3. L’angle 45° correspond au point P(45°) :

P(45°)

Exemple 4. I’angle 130° correspond au point P(130°) :

P(130°)




Question 2
Représenter sur le cercle trigonométrique le point P(6) pour chacun des angles
suivant en degrées.

a) P(60°) b) P(120°) ) P(225°) d) P(0°)

Question 3
Représenter sur le cercle trigonométrique le point P(6) pour chacun des angles
suivants en radians.

arewr)or) e

Question 4

A quel angle 6 correspondent les points suivants du cercle trigonométrique ?
Donner la réponse en degrées et en radians, sachant que tous les angles sont
des multiples de 45° ou de 30°.

Vany
L/

-
e A
Ny, N,

a)

4. Fonctions trigonométriques

4.1. Fonctions trigonométriques de base

Définition. Les valeurs des fonctions trigonométriques cos(6) et sin(6)
sont coordonnées du point P(8). Autrement dit,

P(6) = (cos(8),sin(H))

sin(6)

La fonction tan(6) est défini '
a fonction tan(9) est définie par cos(6)

P(0) = (cos(6),sin(6))

~/ 1 cos(f) = x

0 sin() =y
x " _y _ sin(9)
tan(6) = x cos(9)




Question 5
Déterminer les valeurs de cos(6) et sin(f) pour chacun des angles suivants.

a) 6=0 b) 6=rnRad c)@zgRad d)9=—gRad

Proposition 1. Dans un triangle rectangle, on peut calculer les rapports
trigonométriques de la maniere suivante :

A Adj t
cos(d) = — = ﬂ
H  Hypothénuse
o O S
sin(f) = = = ——PPO¢
H  Hypothénuse
O  Opposé
tan() = —
an() A Adjacent
H
0
0
A 0

Proposition 2. Dans un triangle rectangle, si I’hypoténuse est connue,
on peut calculer les cotés adjacent et opposés de la maniere suivante : de
la maniére suivante :

A = Hcos(9)
O = Hssin(9)

Question 6
Evaluer les expressions suivantes dans le triangle suivant.
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a) tan(6) b) sin(6) ¢) cos(6)

4.2. Inverse des fonctions trigonométriques de base

A J

— tan(d)  sin(6

S5Pw | 1 cos(®)

Définition. y T ose®_ 1
> § - 1 cos(6)

“ 1+ tan2(9) = secz(H)
0
cos(6)




cotan(6)
P cotan(d)  cos(6)
cos(6) 1 - sin(6)
§ N Q@ cscl(Q) - 1
5 < sin(6)
0 .
< |
Question 7
1 3
Sachant que sin(%) = 3 et cos(’—g) = g déterminer
a) sec(7—6r) b) csc(%) c) cotan(%)

Question 8
Evaluer les expressions suivantes dans le triangle suivant.
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a) sec(6) b) csc(0) ¢) cotan(6)

4.3. Triangles remarquables

Les dimensions des deux triangles suivant sont utilisées pour déterminer

. - T
les valeurs des rapports trigonométriques pour les angles de 0, 3 et leurs
multiples entiers.
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Exemple 5. Déterminer cos(rr/6), sin(rr/6) et tan(xr/6).

On commence par repérer le point P(r/6).

A

P(n/6)

/6

On forme ensuite un triangle rectangle montrant les coordonnées du point
P(n/6) :



P(n/6)
in(m/6)
cos(/6)
1 50
Le triangle remarquable correspodant est 2
/6
V32

On a donc que

Exemple 6. Déterminer cos(37/4), sin(37/4) et tan(37/4).

On commence par repérer le point P(37/4).

P(3n/4)
‘\J

On forme ensuite un triangle rectagle montrant les coordonnées du point

PQ3n/4):
P@3n/4)
sin(37/4)
w
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Le triangle remarquable correspodant est

/4

N2
2
On a donc que
cos 3m\ 2
4) 2
sin 3 - V2
4) 2
%)
tan(3—ﬂ) S22 -1
)
2
Question 9
Déterminer les valeurs de cos(6), sin(@) et tan(d) pour chacun des angles
suivants.
a) =2 b) §=-2Rad  ©) 6 =  d) §=-2Rad
3 4 S5n Rad 6
F a
Exercices supplémentaires
Question 10 Question 13
Convertir les angles suivants en radians. Exprimer les angles suivants en degrés.
o o o 8
a) 180 d) 30 g) 45 a) 2nrad e) S—Hrad 1) —ﬂrad
b) 90° e) 60° h) 225° b) rrrad 67 3ﬂ
— I/ . -,
o o : o —_ —_ d
¢) 270 f) 120 i) 210 ¢) Frad f) —-rad D gyra
x g) 3nrad 0 T ad
Question 11 d) Erad 127 ) lora
Convertir les angles suivants en degrés. h) = rad
L | or | 5
6 ¢ 2 ¢ 12 Question 14
3 3r o Localiser les points correspondants aux angles suivants sur le
b) 5 d) T4 B 5 cercle trigonométrique.
Question 12 2) 180° d) 30° g) 45°
. . . b) 90° e) 60° h) 225°
Exprimer les angles suivants en radians. .
c) 270° f) 120° i) 210°
2
a) Itour d) étour i) = tour
1 4 5
b) Etour €) —2tours j) 310°
1 f) 60° k) 405°
c) —tour
3 g) —75° 1) 24°

h) 270°

10



Question 15
Localiser les points correspondants aux angles suivants sur le
cercle trigonométrique.

T 4n 3n
”; 9 3 )%
- d) = R
b)6 ) 1)4

Question 16
Donner I’angle entre 0 et 27 équivalent a 1’angle donné. (C’est-
a-dire donner 1’angle modulo 27.)

a) 487T C) 27T]T C) _%
b) —123x 537 1007
V3 V5

Question 17
Situer le point P() du cercle trigonométrique correspondant aux
angles suivants (en radians)

a) O=nm e) = — h) 9:_3_7T
b) 0 n 3 5
) 5m , 97
0=— 0=—

) 6 3n D 6 ) 4

Ov=E7 4 7
z 9 0=% po=3

d) 925

Question 18
Pour chacun des angles suivants, situer P(6) sur le cercle trigo-
nométrique et déterminer ses coordonnées.

a) O=n d) 6=4r g)e=“”

o o 2

b) 0=3 ¢ 0=-3 h) 6=-9x
3 RV
0= — -
<) > f) 6 >

Question 19

Pour chacun des angles 8 suivants (en radians), tracer le triangle
dont les sommets sont I’origine, P(0) et le point Q situé a I’inter-
section de I’axe des x et de la droite perpendiculaire a I’axe des
x et passant par P(6), comme dans la figure suivante

P(6)

et donner tout ses angles intérieurs.

11
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a) 0=~ == 0=22
3 d 6 6 2 4
2r T

b) 6= — -7 h) 6= =
3 e) 0 ) 0
n

__r 3
00T Do=-3
Question 20

Donner les coordonnées du point P(6) du cercle trigonomé-
trique associé a I’angle 8 donné. Vous pouvez aussi utiliser sans
démonstration les dimensions des triangles rectangles remar-
quables (ceux avec des angles de 7/6 et /3 ou des angles de
n/4) et du triangle suivant.

a) O=nm Dg:_s_” 1)9:11_7r
by o= T 6 4
) S5 171
0=—— 02_
. s 2 2 m) G
¢ o= 11 -14
3 h) = — n o= —=
9 12 3
d).g:7 . T 0 6o
i V0T 2
0= i 0=5r 0 o=
K) 0=—127 12
Question 21

Donner donner les valeurs des fonctions cos(6), sin(f) et tan(6)
pour chacun des angles donnés (en radians).

— 17
a) 0=nm d) 0:5_7T g) gz_ﬂ
37 6 6
b) =— =-12 -14
4 e) 0 o b h) 6= 37r
big n
2 4 He=X
12
Question 22
Evaluer les expressions suivantes.
a) tan(g) e) sec(—g)
b) cotan(g) f) csc(—g)
T 5
c) COSGC(g) g) cotan(—g)
bis
 sec(3)
) sec 3



Question 23

Dans un triangle rectangle, si le c6té adjacent est connu, expri-
mer les deux autres cOtés a I’aide du c6té connu et des fonctions
trigonométriques appropriées.

Question 24

Dans un triangle rectangle, si le c6té opposé est connu, exprimer
les deux autres cOtés a 1’aide du c6té connu et des fonctions
trigonométriques appropriées.

0 0
A [] A []
Solutions 0 \ ) \ Question 5
p (%n) a)
Question 1 ﬁ% \ s
45° 0 ) N z
D 3600 - 2 J \J (%)
5
o= 2ﬂ(ﬁ) P(225°)
- % Rad d) cos(0) =1
° in(0) =0
b) -3 - 1 Question 4 sin(0)
360° 123715rad i b)
= = a) 6=135°= 2 Rad
’ "(360) 4
3 °) A ”
=~ Rad P(6)
%"Rad B 0 135
) 27Rad " 3600 N .
0= 360[21] \J cos(m) = -1
7r .
o Question 3 sin(r) =0
=120 S w0
6Rad - Y b _ o T an(m) = cos(m) -1~
9 27Rad ~ 360° b) =135°= 3 Rad 0
= ; ] P(#/2)
o= 360(5) 180
=30° P / P(6)
0 >
Question 2 \J
Y | b) cos(m/2)=0
rem P(;] /» sin(rr/2) =1
/ /‘ ¢) 6=180° =z Rad
60 %0 .
> \ R
NI W ;
P
b) o o ‘
P(120°) S cos_n/2) =0
120 _ o 3 Sil’l(—ﬂ'/2) =-1
N _ / i ) 6=270°= 7 Rad
\J \ Question 6

w//\é
$\y >
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a) tan(f) = %

b) En utilisant la relation de Py-

thagore, I’hypothénuse doit étre
V122452 = V169 = 13. On a

donc sin(f) = el



c) Comme I’hypothénuse est 13, on cos (_f ) _ ﬁ Question 13
2

aque cos(d) = —

13 sin(—f)=—ﬁ a) 360° g) 540°
2( . b) 180° h) 432°
. sin(x
ti 7 t. ——)= =—1 o : o
Question an( 4) cos(r/4) ¢) 90 i) 480
1 o Ny _nRo
a) Sec(f): —~ c) d) 30 n -3
6 cos(f) ) 150° k) 54°
6 P(51/6) . 2
e f) —140 P(%)
" AR
2
3 Question 14 "
1
b) cosec(z) = cos(n/2)=0 90° _ o
6/ gn(Z . R 60 45°
6 sin(r/2) =1 120 f)
1 sin(r/2) 1 30° P(¥
=75 tan(r/2) = sn@/2) _yp, ( 6 )
1/2 cos(w/2) O 180° ‘
- d) g "
COS(% ) 225° .
c) cosec(f) = - 270
sin(g) P(-n/2) g ir
S TN
_ 3 uestion
T2 cos(—/6) = > ‘
3n n
_ V32 in(on/6) = 1 4 g "
=57 sin(-r/6) = > %ﬂ 1
=13 sin(—m/6) 1
tan(—n/6) = ————— = ——N.D.
an(=x/6) cos(—m/6) V3 h)
Question 8 An %ﬂ ‘.
Question 10 3
a) En utilisant la relation de Py- '
thagore, I’hypothénuse doit étre a) 7 f) 2n
V122+52 = \/1?9 = 1133 On a T 3 Question 16 P(—%”)
donc sec(f) = = b 2 2) 2 ;
cos(6) 12 4 S5t i)
3n 5 a) 0 d) = s
b) csef) = —— = 23 93 n 2= 3 P(%)
Tsin@ s a 4 b 7 e I
d - . In 3n 6 ‘
¢) cotan(d) = = 1 6 D) 6 ©) 4 4
tan(@) 5 ) T n =
€ 3 3
Question 9 )]
Iz
a) Question 11 Question 17 P( ‘2)
T
- » (A
a) 330° d) —135°
b) 108 e) 75 P(x) "
c) 540° f) 324°
Question 18
1
cos(m/3) = 3 Question 12 b) Per/2) a)
. V3
sin(rr/3) = -5 a) 2rrad h) 3jﬂrad P
tan(r/3) = sin(r/3) _ V3 b) nrad an
cos(nt/3) o i) ?rad
c) ?rad 31
. b = (=
i i Krad P(m) =(-1,0)
&) 7 rad ©) b)
0 2 rad P(3)
e) —4nrad ) 5 @ 2
b
f) —rad 2n
35 1) 15 rad
b
g) ——rad
12
o)

13
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)= .1

DIN

<)

D

P(¥)

)=0.-1)

P(3

o
=
N‘:

P

P(4m)
P(4m) = (1,0)
e)
-5)
P(-3)=0.-1)
f)
P(¥)
P(¥)=0n
2
()
P(4)=0.-1)
h)
P(- 97{@
P(=97) = (~1,0)

Question 19
a)

4k
-

Angles intérieurs —en Q : 7/2, en
O :n/3,en P(6) : /6.

b)

)

d

e)

)

h)

v
—_—
«|¥
~—

(P
\/

Angles intérieurs —en Q : /2, en

O :n/3,en P(6): /6.

@

v

9
P
&
Angles intérieurs —en Q :
O :n/4,en P(O): n/4.

/%)

/2, en

Yo
L/

Angles intérieurs —en Q : /2, en

O :n/6,en P(6): /3.

P@Ar/5

(T
L/

Angles intérieurs —en Q :
O :n/5,en P(O):3r/10.

/2, en

Angles intérieurs —en Q : /2, en
O :2n/5,en P(O) : n/10.

&

&

Angles intérieurs —en Q : /2, en
O :n/4,en P(O): /4.

P(7r/12)

%

Angles intérieurs —en Q : /2, en

O :5n/12,en P(6) : nt/12.

Question 20
a) P(0)=(-1,0)

1 V3 ]
2’2
c) PO = [% —?)
((U8Y)

e) P(H):(—ﬁ,—ﬁ]

b) P(0) = (

d) PO) =

27 2
V3

1
5

2—3

f) PO)= (

2+\f

g PO) =

2+ \f
h) P(6) =

\2- V3

) PO=-——F— "

) PO =
k) P(0) =

(=1,0)
(1,0)

) P(H):(——,—
m)

n) P() = [—

[ 2+
o) PO)=

p)

Question 21

a) P(0)=(-1,0)
cos(0) =—1
sin(f) =
tan(6) =0

b) P(e):[—ﬁ,——

cos(f) = —

sin(f) = —
tan(d) = 1

¢) P)=(0,1)
cos(f) =0
sin(@) = 1
tan(6) n’est pas défini.
V3 1
d) P(O) —( ) .2]
v

-7

Sl

cos(0) =

14

5
o

2+13

2

sin(0) = %
tan(@) = _W
e) PO)=(1,0)
cos(f) =1
sin(@) =0
tan(0) =
2 V2
f) PO)= ( \;TI)
cos(0) = —%5
sin(f) = 2
tan(0) = —1
31
9 PO)= (—%ﬁ 5]
cos(f) = —‘/73
sin() = 4
tan(d) = —%
1 V3
h) P(0) = (—Ey— 7)
cos(8) = —%
sin(0) = — g
tan(d) = V3
D P(G):(— zz—\ﬁ 2;\5)
cos(d) = — 2; V3
sin(6) = '2; V3
2413
tan(g) = —2
_N2-v3
2
2413 2
2 2-V3
2+ V3 2
2 2-V3
2+ V3
2-V3
Question 22
a) V3 d) 2
1 e) -2
b) —
V3 2
H-—=-V2
o0 2 Vi
V3 2 -V3
Question 23
O = Asec()
H = Atan(0)
Question 24
A = Ocsc(0)

H = Ocotan(0)
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