Loi des sinus et loi des cosinus

1. Loi des sinus

Théoréme 1 (Loi des sinus). Dans un triangle quelconque, le rapport
des cOtés sur les sinus des angles opposés est constant.

a b c

sin(@) - sin(f3) - sin(y)”

Exemple 1. Déterminer la mesure manquante dans le triangle suivant.

10

S0 559

Par la loi des sinus, on a que

x 10
sin(35) ~ sin(35)

On isole la mesure inconnue x :

_ 10sin(35)
~ sin(55)

Exemple 2. Déterminer 1’angle 6 dans le triangle suivant.

10

40° 0

Par la loi des sinus, on a que

0 4
sin(§) ~ sin(40)

On isole la mesure inconnue x :

sin(6) _ sin(40)

10 4
10sin(4
sin(6) = 0sin(40)
4
. (105in(40))
6 = arcsin 1

Question 1
Déterminer la longueur du c6té x dans les triangles suivants.

a) 10

10 . x 00 20°
A AN b) X




Question 2
Déterminer I’angle 8 dans les triangles suivants.

a) b)

Note. Dans certaines situations, la fonction arcsinus ne permet pas de trouver
I’angle cherché. Cela est du au fait que I’arcsinus est toujours un angle entre
0° et 90°.

Par exemple, tentons de déterminer 1’angle « dans la figure suivante :

Par la loi des sinus, on doit avoir que

sin(35°) _ sin(a@)
5 10

et donc que

@ = arcsin

i (—1051’;(35 )) ~ 69,826°.

Pourtant, selon la figure 1’angle cherché devrait étre plus grand qu’un angle
droit. La situation s’explique par le fait qu’il y a deux triangles compatibles
avec les mesures données.

La fonction arcsinus donnant toujours un angle entre 0°et 90°, le calcul précé-
dant nous donne I’angle @ du plus grand des deux triangles.

On peut trouver I’autre angle (plus grand qu’un angle droit) de la maniere
suivante :

L’angle cherché est donc 180° — 6 ~ 180° — 69,826° ~ 122,069°.

2. Loi des cosinus
Théoreme 2 (Loi des cosinus). Dans un triangle quelconque,

b

c? = a* +b* = 2abcos(0).




Preuve. On trace la hauteur du triangle perpendiculaire a la base.

On divise ensuite la base b en deux partie de longueur x et b —x :

La relation de Pythagore dans le triangle de gauche et le triangle de droite
donne respectivement :

at =+ h? czz(b—)c)2+h2

En comme (b — x)*> = b*> — 2bx + x*, on peut transformer la seconde équation
de la maniére suivante et isoler 4> dans chacune des équations :

a* =2+ h? 2 =b*=2bx+ x>+ h?
W =d>-x W == (b* - 2bx+x%)
W =a*-x* W =c? —b*+2bx—x*

Comme /? est la méme valeur dans chaque équations, on doit avoir que

@ —x*=c*—b*+2bx—x*

a* =c*—b*+2bx

Enfin, dans le triangle de gauche, on a que cos(f) = 7 et donc que x = acos(6).
En substituant dans la derniere équation trouvée, on trouve la loi des cosinus :

a* = c*—b*+2bx
a* = 2 —b* +2b(acos(6)

a* = c? = b +2abcos(6).

Exemple 3. Déterminer la mesure manquante dans le triangle suivant.

40°

On applique la loi des cos :

x? =52+ 3% = 2(5)(3) cos(40)

x= \/52 +32-2(5)(3) cos(40)



Exemple 4. Déterminer 1’angle 6 dans le triangle suivant.

On applique la loi des cos :

Question 3

Déterminer la mesure manquante, 1’angle 6 ou le coté x, dans les triangles

suivants.

a) b)
4 10
3 X
0 55
2 5

Note. Dans un triangle rectangle, 1a loi des cosinus est équivalente au théoréme

de Pythagore car cos(angle droit) = 0 :

Loi des cosinus : ¢ = a* + b* —2ab cos(0)
? = a* +b* = 2ab(0)
A=d*+b?

Théoreme de Pythagore : ¢* = a* + b*

Exercices supplémentaires

Question 4
Poser la loi des sinus nécessaire pour déterminer le c6té X dans
les figures suivantee, si cela est possible.

a) c)
10 x X
70° 23
40° 607 10
b)
e 25

Question 5
Poser la loi des cosinus nécessaire pour déterminer le coté X ou
I’angle 8 dans les figures suivantes, si cela est possible.

a) )

b) %

N



Question 6
Utiliser la loi des sinus pour déterminer le c6té inconnu dans les
figures suivantes.

a)
d)
2
70°
b)
X 6 X
5
55° 23
c)
35° 35¢
5 X

Question 7
Déterminer la mesure manquante (6 ou x) dans les triangles
suivants.

a)
> 15
40° 509
b)
X
3897
3170
10 4
%
) 40° 0
40° 32° h)
X
{0 5
d) 48° 25
X
()
6
420
4

Question 8
Déterminer la valeur demandée ; donner une valeur exacte.

a) Sia=7rad, = gradeta=6, trouver b.
b) Sia= %’rad, B= Z—{rad et a = 4, trouver c.
¢) Sia=35,b="7ety=Zrad, trouver c.
d) Sia=3,b=4ety= %rad, trouver c.
e) Sia=grad, f=jradetc =38, trouver a.

f) Sia=6,c=8etB= j{rad, trouver b.

Question 9

a) Utiliser la loi des cosinus pour déterminer la grandeur X
s
du c6té manquant. L’angle 6 est de 3 rad. Donner la valeur
exacte.

1
b) Montrer a I’aide du théoreme de Pythagore et du résultat

N2+ V3

obtenu en a) que le c6té A est 5
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Solutions

Question 1

_ 10sin(35°) _
a) x= Sn(55%) ~7.002

b) Le troisieme angle du triangle est 180° —
50°—20° = 110°. La loi des sinus donne
10 B X
sin(110°) ~ sin(20°)

et donc
10sin(20)
= ———— 7 ~3.640.
sin(110) 3,640

Question 2
a) Laloi des sinus donne que
sin(40) _ sin(9)
4 10

et donc
10sin(4
sin(9) = w

Enfin on a que

' (—10512(40)) ~ 92,073

6 = arcsin
b) La loi des sinus donne que
sin(50) _ sin(6)
6 4
et donc

sin(9) = 4sin(50) _ 2sin(50)
6 3 7
Enfin on a que

2sin(50)

0= arcsin( ) ~ 29,261
Question 3
2) 32=22+4%-2.2-4cos(6)
322242 =-2.2-4cos(0)
32 _ 22 _ 42

224 O

32_22_42)

0=
arccos( 2.2.4

0 ~ 46,57°
b) x? =52+10*-2-5-10c0s(25)

x= \/52+ 102 -2-5-10cos(25)

x~5.86
Question 4
X 10
) =
sin(40°)  sin(60°)
b) X 5

sin(64°)  sin(25°)
¢) Impossible de résoudre ce triangle avec la
loi des sinus.
X B 5
) sin(35°) ~ sin(45°)

Question 5

a) x2=52+72-2(5)(7)cos(35°)
b) x% =52 +6%-2(5)(6)cos (50°)
¢) Impossible avec la loi des cosinus.

d) x%=5%2+42-2(5)(3)cos(120°)

Question 6
a) x=5,196
b) x=3,095
c) x=5

d) x=5

Question 7

a) x~ 17,876
b) x~2,374
c) x=~220918
d) 6=

Question 8

sin (’61)

sin (Z{)
1/2

T
6

V2
=3V2

Ve
b) y=m—--°=
) YETS37g
_57r

12
sin(?—”)

sin(%)

a) b=6

=4

V3

c) 2 =52+72—2-5-7cos(73—r)

!
=25+49-70- =
* 2

=39
c=v39

4 A= 32+42—2~3~4cos(72—r)

=9+16-0
=25

c=5

(Ve+V2)/4
V32
_2(¥6+ D)

N6+ V2
f) b2:62+82—2~6-8003(g)

:36+64—96¥

=100-48 V2

b= +100-48 V2

Question 9

a) Par la loi des cosinus, on doit avoir que
X% =12+ 11 = 2(1)(1)cos(8)

X2 = 1+1—2cos(z)

6
x2=2—2(§)

X=+2-V3

b) Par le théoreme de a Pythagore, le coté
manquant A est

A=
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