Vecteurs

1. Vecteurs

Définition. Un vecteur V est une quantité orientée. Un vecteur a les
trois caractéristiques suivantes :

Longueur : || V]|
Direction : droite qui supporte le vecteur
Sens : le sens de parcourt de la droite support

Note.
Méme longueur Méme longueur, Méme direction
sens et direction Méme direction Méme sens
différents sens différents Longueur différentes
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Définition. Deux vecteurs sont égaux quand ils ont la méme longueur,
la mé&me direction et le méme sens.

Note. On peut penser a un vecteur comme a un déplacement qui n’a pas
d’origine spécifiée. Méme si leur origines sont différentes, tous les vecteurs
suivants sont égaux car ils ont la méme longueur, la méme direction et le méme
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e

Question 1
Identifier les vecteurs qui sont égaux dans la figure suivante. Les c6tés opposés
sont égaux et paralleles.

1.1. Vecteurs et points

Définition. Si A et B sont ¢ deux points du plan ou de I’espace, le vecteur
allant de A a B est noté AB.




1.2. Forme cartésienne
Définition. La forme cartésienne d’un vecteur v est la suivante :

V =(v1,»2) dansle plan; V' =(vi,v2,v3) dans I'espace.

Les nombres vy, v,, v3, etc, sont appelés les composantes du vecteur V.

Question 2
Faire une représentation graphique des vecteurs suivants en placant leur origine
a l’origine du systeme de coordonnées.

a) v=(2,1) b) V=(-1,1) c) vV =(3,0) d) V=(0,-2)

Question 3
Faire un graphique montrant que si un point P est aux coordonnées cartésiennes
(a,b), alors le vecteur allant de (0,0) a (a,b) est V = (a,b).

Proposition 1. Les composantes du vecteur AB allant du point A =
(x1,y1) au point B = (x2,y,) sont

AB = (xz—xl,yg—yl).

Question 4
Donner la forme cartésienne des vecteurs suivants.

a) b)




c) d
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1.3. Vecteurs de base
Définition.

Tout vecteur peut étre écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs
de base. La base canonique est composée des vecteurs suivants :

dansR?: 7 i =10, 7 =0,1);
dans R3 : 7 = (1,0,0), J = (0,1,0), k = (0,0,1).

~.

Proposition 2. Tout vecteur du plan ou de Iespace est une combinaison
linéaire des vecteurs i, j et k :

- -
Vi) =vii+wj;

— — —
Vi,va,v3)=vii +vaj +v3k.

Question 5

20 . . . . . e
Ecrlre_les vecteurs suivants comme des combinaisons linéaires des vecteurs i,
—

jetk.

a) (2,3) c) (2,-34) e) (0,1,0)
b) (2,-3) d) (1,0) f) (0,0)

1.4. Vecteur nul

Définition. Le vecteur nul est le vecteur 0 § (0,0) dans le plan ou
(0,0,0) dans I’espace.

Note. Le vecteur nul correspond a ne pas se déplacer, ou au « déplacement
nul ».

Question 6 N
Exprimer le vecteur nul dans la base i, k et k dans le plan et dans I’esapce.



1.5. Représentation polaire

Définition. Dans le plan, la représentation polaire d’un vecteur V est
noté vV = L6, ou L est la longueur de V et § son angle.
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Note. Les notations suivantes sont aussi utilisées :

[|IV|l = longueur de V' 6+ = angle de V.
Exemple 1.
Vecteur v = 2/30° :
1

30°,
Vecteur V = 51%” rad :

J

37” rad

Question 7
Faire une représentation graphique des vecteurs suivants.

a) 7:3zgrad ¢) V= V2zsnrad
L 2

b) 7:21—23—”rad 4 v _§‘§rad

2. Norme

Définition. La norme d’un vecteur est sa longueur. Si les composantes
d’un vecteur sont connues, on calcule sa norme de la maniére suivante :

def
IF1 =11l S 3 +v3 dans R?

def
1P = l01v2v3)ll S 2 +v3 +v3 dans R?

>

Question 8
Calculer la longueur des vecteurs suivants.

2) (43) 0 (lj) o (E,_‘_‘)
b) (=6.8) 2°4 373
d (3v2,2V3) n (-V5.25)

Question 9 R
Vérifiez que la norme de i (dans I’espace) est 1.



Question 10 N
Vérifiez que la norme du vecteur O est nulle.

Proposition 3. R R N
il =1jll=1kl=1I0l=0

3. Conversion entre les formes cartésiennes et po-
laires

3.1. Forme cartésienne a polaire
Proposition 4. Si V = (v1,1n), alors V =||V]|£6+, ol

N = 22
longueur =||V]| = vi+v;

o =0 arctan(i—?) siv; >0
angle =0+ =
& Y arctan(i—?)+nrad sivi <0
2\
\\\J V2
T _
V1

Exemple 2. Convertir en représentation polaire le vecteur v = (\/5, \/5)

7= 4/(V2) +(v2) . —an nﬁ
( ) ( ) HV—acta(\/z)

=arctan(1)

T
= —rad.

La représentation polaire de V est donc

T
V =2/=rad.
v 4ra

Exemple 3. Convertir en représentation polaire le vecteur vV = (—1, - \/5)

171 = AJ-D2+ (= V3) 97=arctan(_\{§]

= VI+3 = arctan( \/§)
=4 -

= —rad.
=2. 3

Comme le vecteur est dans le troisiéme quadrant (x<0 et y<0), I’angle polaire
doit étre ajusté en ajoutant 7 :

/4
0—v>=7r+§=?rad.

La représentation polaire de V est donc

_ 47
=2/—rad.
v 3 ra



Question 11
Convertir en représentation polaire les vecteurs suivants.

a) ¥V =(=2,-2) b) ¥ =(=3,3) o) V=(-1.-v3)

3.2. Forme polaire a cartésienne

Proposition 5. Si V = || V|6, alors V = (v{,V2) ol

v = Fllcos®).  va = IV lsin(@).
2\
\ 1 ¥|Isin(6+)
(s

[ Vllcos (6+)

. 5w .
Exemple 4. Convertir v = 5/— rad en coordonnées cartésiennes.
6

v = |[vllcos(8) = 5005(%) = —?;

. . [(Sm\ 5
vz =|vlIsin(6) = 5s1n(g) =3

Question 12
Convertir les vecteurs suivant en représentation cartésienne.
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4. Opérations sur les vecteurs

4.1. Produit par un scalaire

| Définition. Un scalaire a est un nombre réel.

Définition. Le produit d’un vecteur ¥ par un scalaire a est défini de la
maniere suivante :

def
av =a(vi,vn) = (avi,av),

def
av = a(V],vZ,V3) = (aV],avz,aV?,).

Proposition 6. Multiplier un vecteur v par un scalaire a change sa
longueur par un facteur a :

Exemple 5. Calculer le produit par un scalaire suivant : 3- (4, —5).

3-(4,-5)=(34),3(-5)
= (12,-15).



Proposition 7. Le produit par un scalaire a d’une vecteur Vv = || V|26 en
représentation polaire est obtenu en multipliant la longueur du vecteur v
par le scalaire :

— def —
a(IV1£6) = (all V1) 26.

Exemple 6. Calculer le produit du scalaire 3 et du vecteur 2/% rad.

3. (21% rad) = 61% rad

Question 13
Calculer les produits par un scalaire.

a) 2-(3,2) )50 @y@%m@
b) -3-(-1,2) d) 0-(2,3) Sq
f) —2-(31€rad)

Proposition 8. Multiplier par un scalaire négatif inverse le sens d’un
vecteur.

Multiplier un vecteur vV par —1 donne un vecteur de méme longueur et
diretion que V', mais de sens opposé. On note ce vecteur — V.

Question 14
Calculer —V pour les vecteurs suivants.

a) —2.1) b) —(=13) o (V1)

Question 15
Vérifier que |la- V|| = |al|| V]| pour. . .

a) a=2,7v=03,-4) b) a=-2,7v=(3,-4)

Proposition 9. Pour tout scalaire a et vecteur v, on a que

lav =lall V1.

4.2. Somme de vecteurs

Définition. La somme de deux vecteurs # et V est définie dans le plan
et dans I’espace par
—
u

def
+V = (u,u2) + (vi,v2) = (U1 +vi,up + ),

—
u

def
+V = (up,up,u3) + (Vi,v2,v3) = (up +vi,up +va,u3 +v3).




Note. La somme de deux vecteurs considérés comme des déplacements cor-
respond a faire deux déplacements consécutifs.

Question 16
Calculer les sommes de vecteurs suivantes.

a) (1,2)+(3,4) ©) 27 -3k
b) (1,2)+(=3,4) (n(vz—§)+6

Question 17
Représenter graphiquement les sommes de vecteurs suivantes.
a) 2,D)+(1,2) o (1,-3)+(24)

b) (-1,2)+@3,-1) d) (-2,-D+(-13)

Question 18 e
Montrer géométriquement pourquoi AB+ BC = AC.

Proposition 10. La somme d’un vecteur v avec le vecteur nul est V :

<l 9|

=l =l

+
+
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Question 19
Vérifier que la proposition précédente est vraie pour vV = (2, - 1).
4.3. Inverse additif d’un vecteur

Définition. L’inverse d’un vecteur V est le vecteur —V de méme lon-
gueur que v, de méme direction que V mais de sens opposé a V.

73
74
/

Proposition 11. En coordonnée cartésiennes, I’inverse est défini par

def
=V ==(vi,2) = (-vi,—12),

- def
-V = _(VI’V27V3 = (_VI’_VZ,V3)3

Question 20
Déterminer I’inverse additif des vecteurs suivants.

a) (23) b) 3.-1) Cwﬁ% d -0
"4



Question 21
Calculer les sommes suivantes.

) —2.D+@2.1) b (-1L3)+-(-1.3) ¢) —(V2,-1)+(V2.-1)

Proposition 12. Additionner un vecteur V et son inverse —V donne le
vecteur nul.

<!

+ —

o o

<! <

—
-V

+

4.3.1. Différence de vecteurs

Définition. La différence des vecteurs # et v est la somme de % et de
I’inverse additif de vV :

U-V=u+(-DV.

2\

Proposition 13. Si @ = (u1,uz) et v = (v1,7), alors

- —
u-—-yv

=(u1 —vi,up —v2).

Question 22

Effectuer les calculs suivants.

a) (2,1)=(3,1) o (-1.V2)-(2.v2) o T-7
b) (-1,3)-(2,1) d) 2(2,1)-3(-1,2) f)27-37
Question 23

Ajouter le vecteur différence @ — V aux graphiques suivants.

a) )

fa f=

A s
d)
b) 2
a
4\
=)

Question 24

Si ¥V =(2,3), vérifiez que la longueur de 2V est le double de celle de V.

Proposition 14.
lla V1l = lalll VIl



Exercices supplémentaires

Question 25

Exprimer les vecteurs suivants en coordonnées polaires.
a) 7=(\/E,—\/E) d) 7=(2,2\/§)

b) V=(V3,-1) e) ¥ =(V3,-3)

<) 7:(—1,0) f)T;Z(\/_,—\/g)
Question 26

Exprimer les vecteurs suivants en coordonnées rectangulaires.

Question 27
— 1 — —
Soit ¥ = zz%—”rad, v=02101,w=2/- %T”rad. Effectuer les

calculs suivants.

Q) @ - 2w o) V2(i+7)- 1w
b \/5—)_—» 2> _ 27, 2 =
) w d) V27 3u+‘/§w
Question 28

Soit ¥ = (=2,1), Vv = (3,—4) et w = (1,5). Effectuer les calculs
suivants lorsque c’est possible. Sinon, expliquer pourquoi le
calcul est impossible a effectuer.

a) 1¥32120° d) V= V2/135° a) 3V -2u e) U+vV-w
b) Vz-60° e) V= V3,/-150° b) 27+ W f) 20 +7)
¢) vV =1/2/90° c) w+1 Q) |7+ VW
d) 121V
i Question 3 Question 7 Question 8
Solutions
a) a) [1(4,3)l = V42 +32
Question 1 /?{{r'fd =V16+9
V2=V3 0,0) e (\ﬁrad = 5
ion 2 c) b) [I(=6,8)ll = \/(—6)2+82
Question N nrad
_— = = +
a) ¥ V36+64
; d) = V100
4’_‘_‘;4 %L’{rad = 10
! --- 2 2
[
b) a) V=(12)
: b) ¥ =(5,-4) = i+%
ﬂ—A%—*H c) V=(23) R
d V=23 Vit 16
c) - E
Question 5 \/i6
> 13
- a) 23)=27+37 =
b) (23)=27 -3/
© @3dy=27-3T+47 d) 13V22V3)|= {3 V22 +(2V3)2
d) G —\02+4.
d) (1,0)=17+07 =V9.2+4.3
o ‘ ) (0,1,0)=07 +17 +0% = Vig+12
o ) 0,0)=07+07 = V30

Question 6

10



5 4 5 2 4\2 %T”rad, et donc
d & REES .
25 16 7:3\/51?rad.
Voo
e o) 17l = V(=12 +(-V3)2
’ Vi
= V4
Va1
= — :2’
3
D = V52V5)ll = (= V5 + 2 V5)? 67’=arctan(_\:§)
= V5+4-5
’ = arctan( V3)
= V5+20 e
NS = —rad.
=V Comme x<0:60y =5 +n=
=3 4T’rrad, et donc
Question 9 S o, 43_71 rad.
I(1,0,0)] = V1% +02 +02
=V1+0+0
-1 Question 12
=1 a) vp =4cos(g)
B 1
Question 10 =43
10,0l = V0% +02 =2
= V0+0 v2=4sin(§)
=0 » V3
=23
estion 11
Quests b) v; :5005(%)
V= +/(=2)2 +(=2)2
a) [IVIl= /(=2)*+(=2) ) v
=8 = >
=2V2, 52
T2
97:arctan(:—i) vz=55in(%)
= arctan(1) _ 5.2
_T d 2
= 4ra , =
Comme x <0, 03 =F+7= =
ST” rad, et donc -
51 c) V1 :3cos(?)
¥ =2V2/=rad
4 1
It
b) ||Vl = +/(=3)?+32 Comme 3
= V18 2
2
=3V2, vy = 3sin ?ﬂ)
3 V3
0+ —arctan(_—3) :3.7
= arctan(—1) _ 343
z—grad 2

x<0,onaquefy =-F+r=

0 w=seo(Z]
oY)

Question 13

a) (6,4)

b) (3,-6)

c) (0,0

d) (0,0)

€) 12zzrad
3

) —61%” rad

Question 14
a) (-2,-1)
b) (1,-3)

o (-V23)

Question 15
a) llaVl=112-3,-4)
=11(6,-8)ll

= {62 +(-8)

lall| VIl = 2 /3% +(—4)2
=2V9+16
=225
=2.5
=10
b) llaVll=11-2-G,-4)l
=11(=6,8)ll

= 4/(-6)2 +82
= V36+64

= V100
=10

lalll Pl = | = 2| /32 + (=4)2
=2V9+16

=225
=2.5
=10

Question 16
a) (1,2)+(3,4)=(1+3,2+4)

=(4,6)
b) (1,2)+(=3,4)=(1-3,2+4)
=(-2,6)
©) 27 -37=(2.0)+(0,-3)
=(2,-3)

d) (ﬁ,—§)+3(ﬁ,—§)+(0,0)
(\/§+0,—§+0)

V-2
2-3
Question 17
a)
3
2 (o
o2 S
Sy
[
1
)
1 2 3
b)
3
2
ﬁ@s 5
AN
n\*oA
-2 -1 T 2 3 4
-1
©)
4
3
2
1 (‘_,3)“2‘4)
o 1 Q«@ 3 4
4
-2 \‘5
-3
d)

Question 18

o) B

2
g%




Question 19 Question 23
0+7=00+2-1)=0+ a)

20+(-1)=@2,-1) N
T+0=2,-1D+0,0) =2+ SN
0,-1)+0)=2,-1) A
A

Question 20

b)
a) (-2,-3) N
b) (<3,1) O
c) (— \/5%) fa
d) 0,0)=0 &

c)

e
Question 21 47 )
a) 0 =(0,0) fs
b) O >
c) 6 d)
3

Question 22 (N
a) (-1,0) < (N
b) (=3,2)
) (=3,0)
d) (10,-5)
e) (1,—1)
f) 2,-3)

12

Question 24

l2.3)) = V22 +32
- V39
= V13

12(2.3)]l = (4.6)

= \J(2:22+(2-3)

= (222242232

= (2222 +32)

g

=/ (2%(13)

3

Question 25

a) |Vl =2V5,-45°
b) vecv=2/-30°
c) Vv =1/180°

d) vV =4.60°

e) V=2vV3/-60°
f) V= V6r-45°

Question 26

+
2;f+3 \/§+4,—2;?+3 \/§+2)

Question 28
a) (13,-14)
b) (-3,7)

¢) Impossible : addition d’un
vecteur et d’un scalaire.

d) (V5)3.,-4)=(3V5,-45)
e) (0,-8)

) (2,-6)

g) VI0(1,5) = (V10,5 V10)
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