Polynomes et opérations sur les polynomes

1. Polynomes

Définition. Un polyndome est une expression algébrique ayant une forme
particuliére : c’est une somme de monomes.

Un mondme est une expression algébrique de la forme
ax"

ou a est un nombre quelconque appelé le coefficient de x" et n est un
nombre naturel.

Exemple 1. Les expression suivantes sont des mondmes :
3 L >
2x gx V3x

Note. Quand un coefficient est une fraction, un mondme peut s’écrire de

différentes manieres :
2, 2
37 37
On consideére équivalentes ces deux maniere d’écrire les mondmes.
Note. Quand un coefficient est 1 ou —1, on I’omet habituellement quand on

écrit un mondme :
X = (l)x5 .

- =(-1)x.

Note. Un constante est un mondme. Par exemple 3 est un mondme car il peut
étre écrit comme un mondme en utilisant le fait que x° = 1 :

3=3x0.

Exemple 2. Les expression suivantes sont des polynomes car elles sont des
sommes de monomes.

X2 +2x+3 43 4357 +x+1
3,15 2
x 3 2x° + 30 V3x
Les expressions suivantes ne sont pas des polyndmes.

Vx+x+1 i+l+3
X2 x

Définition.
Un polyndme comportant deux mondmes est appelé un binome.
Un polyndme comportant trois mondmes est appelé un trinome.

Question 1
Identifier les polyndmes parmi les expressions suivantes.

21 X3 4
a) ?4‘3 d) g—Sx
2+l 3
b) e) — — V5x4
5 V5
) 3
9 2+ f) \/= - V5.4



1.1. Degré

Définition. Le degré d’un polyndme est la plus grande puissance de la
variable qui apparaisse dans le polynome. Si P est un polynome, on note
deg(P) le degré de P.

Exemple 3.
deg(¥ +4x-3) =2
X
d (— —3) -1
cg 3
deg()c5 —4x+ V2P —x+ 1) =5

Note. Le degré d’un polynéme qui n’est qu’une constante C € R est 0. Comme
x% =1, on a toujours que C = Cx, autrement dit la constante C peut toujours
étre vu comme un mondme ou 1I’exposant de la variable est zéro.

deg(5) = deg(5x") = 0
deg( \5) = deg( \/Exo) =0

Question 2
Donner le degré des polyndmes suivants.

a) l+x+x3+x° c) X —x2
B2 d) 5°-52
b) \/§X+§+ 2

1.2. Ecriture d’un polynéme

On écrit habituellement les termes d’un polyndme par ordre de degré croissant
ou décroissant.

ao+aix+arx’ +azx + -+ ayp X+ apx”

anX + ap 1 X+ agx+ag

Tout polynome peut étre écrit de cette maniere.
Exemple 4. Le polyndme 3x? — 2x3 — 5 + x s’écrit (degrés décroissant)

2 +3x% +x-5

4

2 . z z .
Le polynome x* + % —4 — x> s”écrit (degrés décroissants)

2
X
—)C5+X4+?—4

Question 3
Réécrire les polyndmes suivants par ordre de degré croissant.

2,746 3 5 5
a) 3x°+7-x"+x b) Yoo \/_x+
5 3 3

2. Opérations polynomiales

2.1. Addition et soustraction

Additionner ou soustraire deux mondmes de méme degré revient a additionner
les coefficients en utilisant la distributivité.
Exemple 5.

3% +4x7 = 3+ 4)x? =747

B +53 = (3+5)83 =24



Question 4
Additionner ou soustraire les monémes donnés.

2 2 4_c.4 3 9
a) 5x%+3x b) 4x"—5x C)%+%

On additionne ou soustrait des polyndmes en additionnant ou soustrayant les
mondmes de méme degrés.
Exemple 6. Somme de deux polyndmes.

GBxX?=2x+4)+ 2% +3x=2) = B+2)x> + (=24 3)x+(4-2)
=5 +x+2.
Différence de deux polyndmes.
B =2x+4) = (2> +3x-2) = 3=2)F* + (-2 -3)x+ (4 +2)

=x>—5x+6.

Question 5
Effectuer les additions ou soustractions polyndmiales suivantes.

a) (x° + 2 —2x+1> (x2+2x—3)
b) (2x? -3x-4)—(x2-2x-5)

(
(
[ee5+3)(5-5-)
d) (\/§x2+1) (ﬁxz—x+l)

c)

Proposition 1. Si P et Q sont des polynomes, alors

deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q))
Exemple 7. Si P =x*>+x+1et Q =x%+2x+3, alors
deg(P + Q) = deg(2x* +3x+4) =

et
deg(P) =2 etdeg(Q) =2

donc max (deg(P),deg(Q)) = 2.
SiP=x*+x+1etQ=—-x%+2x+3, alors

deg(P+ Q) =deg(3x+4)=1

et comme deg(P) = 2 et deg(Q) = 2, on a max (deg(P),deg(Q)) = 2. Dans ce
cas deg(P + Q) est plus petit que max (deg(P),deg(Q))

2.2. Multiplication

On multiplie des mondmes a 1’aide des propriétés des produits et des exposants.

Exemple 8.
(3:%)(5x°) = B)(5)x’x* = 155

2
2\(2 5\ 12,5 2
(3)(5x)_35x 15



Question 6
Multiplier les mondmes suivants.

a) (2%)(+) b (2%3)(%) o) (V2r)(V6:)

Pour multiplier des polyndmes, on utilise la distributivité et on simplifie.
Exemple 9. Produit de deux polyndmes :
(X2 +2x+3)2x+5) = X2(2x+5) + 2x(2x +5) + 3(2x +5)
=2x° +5x2 +4x% +10x+ 6x+ 15

=2 +9x% + 16x+ 15.

Question 7
Effectuer les multiplication polyndmiales suivantes.
a) (F+1)(x+2) o) (P-x+2)3x+1)
1\/x
b) (2-1)(x2+1 a (2% _(__1)
(2-1)(e+1) JEET

Proposition 2. Si P et Q sont deux polyndmes, le degré de leur produit
est la somme de leur degrés.

Exemple 10. Le degré de (x> +x+1) (x> —4x+5) est 5.

3
Le degré de (x2 +x+ l) = (x2 +x+ 1)()62 +x+ 1)(x2 +x+ 1) est 6.
2.3. Division polynomiale
2.3.1. Simplification de monomes

On simplifie un quotient de mondmes en utilisant les propriétés des fractions
et des exposants.
Exemple 11.

20 2 55 1

_ = = 2
a4 T2
=—Xx —x =—
2x 2 V2 \2
Question 8
Simplifier les mondmes suivants.
3x* 23 V10x°
Q) — b) 3— c)
6x i x2 V542

2.4. Division polynomiale avec reste

Soit P(x) et D(x) des polyndmes en x. On peut toujours trouver des polyndmes
Q(x) (le quotient) et R(x) (le reste), avec deg(R(x)) < deg(Q(x)) tels que

P(x) = D(x)Q(x) + R(x)
On peut écrire sous forme fractionnaire :

P(x) R(x)

bt~ 2% by



Exemple 12.

¥ —x2 43x -4 -1
- X —X x—1reste4x—5
—x°  +4x -4
- —x2 +1
4x-5

On a donc que
X=X +3x—4=02=D(x-1)+@4x-75).

On peut aussi écrire ce résultat sous la forme suivante :

X -x2+3x-4 4x-5

=(x-D+ .
x2-1 -1 x2-1

Question 9
Effectuer les divisions polyndmiales suivantes et écrire le résultat dans les
deux formes possibles.

X-x-1 X24+2x+3 P

a ———— b) ——— c)

x+1 x—=2 x+1

Proposition 3. Si P et Q sont deux polyndmes, le degré de leur quotient

g est la différence de leur degrés.

Exercices supplémentaires Question 12
Effectuer les opérations polynomiales suivantes.

Question 10

2
f) % §y+ x) (%xy—%x2+%)
Question 11

Simplifier les expressions polynomiales suivantes. 2 +1)(x-2)Bxx-1)

Déterminer le degré des polyndmes suivants. a) (x3 +6x— 8) ( ©+dx2+3x— 11)
2) X' —2x+3 b) (lx2+ x——)+(l 2—g)c+g)
b) -1 B (¢ -x+1) 2 >3
¢) 10x 3 c) (2x y+5xy—4x> +x y2)+(xy3—x2y2+5x3—x+10>
g) (x5—2x+3)
d) —3x+2 3 ) d ( By—Tx3y? -y —1) <x3y+7x2y2—y4+17)
=2x7+2x°-3x-2
e) (x°-2x+3)(x+x+1) h) 3 &) (¥—tv+ ) (32 -2x+1)
®

a) 3x7 — 11x7 + 547 o 25 by (2+1)
b) 3 52 i) (x—2)°
22 RS P -2y
3 4
o (51)(81) ® 2 ) Qx-D@x+2)(x=7)
2 15 3x% - 2x
f) 542 Question 13

Développer les expressions suivantes.
a) (x+1(x+3) d) (x+1)°
b) (x+1)2 e) (x—1)°
¢) (2x+1)(x*+3x-4) f) (3x-2)



Question 14

Effectuer les divisions polynomiales suivantes.

Question 15

Simplifier les expressions suivantes.

3 4 3 2

g 21 j Lo 2 m3x-2 a) (x—3)+(2x+6) ©) Bx—5x+7)+(4x2+2x—1)
ﬁ_l X 2’“_2 b) 43x+5)=3(x=4)  d) 4x2+3x=5)— (x> +dx—4)

b) xT—1 K x°+3x°+3x+2
x—1 x+2

) X +4x7+2x+1 D 6x*—7x%+1

C — —

x+1 2x2 -1

d) P+t +x+2 ) -1

_ m
X —x+1 x+1

&) 203 -3x% +x-1 n) Z+2x+1

x2+1 x+1

f X -1 o) 433 +13x% +3x-14
x—1 x+2

) 2+l ) 613 +2x% +x-30

g x+1 P 3x-5

h) =3 -3+ x+2 ) 200 + 1 +2x+ 1
X2 q 2t 1

i 302+ X0 +x3+47-28x 0 =23+ x+1

i b
x»-1 x=2

Solutions

Question 1 Question 5 ¢) (xz_x+2)(3x+1)

2 ﬁ+1estunpolynéme a) (427 =2x+1)+ (27 +2x-3) =G+ 1) =xBx+ 1) +2(3x+1)
3 15 ) =X +2x%2-2 :(3x3+x2)—(3x2+x)+(6x+2)
2+ X .

b) 5= =75 5 estunpolynome b) (202 -3x-4)-(x?-2x-5) =2 —x+1 =320 -2 45142

5 s . A 2 2 ox 452 x 2_% 1 X
U e pene o (2e5+3)+(5-3-1)= 545 o [*-3+3)(5-1)
d) x?+x*—5x* est un polyndme H(X X (x 1(x
5 =2(2-1)-2(2-1)+=(=-1
e) 22+ L= _ Ex* est un polynome d) ( 5x2+1)—[7\fx2—x+1] x(z ) 2(2 )+3(2 )
ﬁ -3
f) %—\/S?H’estpasunpolynéme :(\@—g)x% 2 4 2 323
Y o ¥ x x 1
ion 2 Ve, 2 T2 3
Question B B3 52 3x x 1
a) deg(l+x+x3+x5):5 o T4 "6 6 3
. 3 2
b) deg(7r+ \fx+)‘5 + 22 ):5 Question 6 =%—5% %—%
c) deg(xz ) ) X2 =2t _x3 502 2x 1
20 \(a3\_24,3,5_ 8 8 274 7373
d) deg(5*-52)=0 (‘)(5) EE R
6 5
. ( )( x) Question 8

Question 3 2238 =238

a) 7—x+3x2—x° a) %xz b) %x c) V2x*

b) *—Q+x +%5 Question 7

a) (P +1)(r+2) = (x+2) +(1)(x+2)

Question 4 = +2% +x+2

a) 5x%+3x% = (5+3)x% = 8x7 by (P-1)(@ 1) =t 4221

b) 3x* -5t =(@-5t = (-t = —x* v
228 (1 2y, 1, e -

T Tl E RS A TR



Question 9

a) X¥©-x-1 x+1
—(x3+x%) F—xreste —1
2 —x-1
—(-x*—Xx)

-1

x3—x—1:(x+1)(x2—x)—1
3
x—x-1 > 1
x+1 =@ _x)_x+1

b)) Z+2x+3 | x-2

—(x2=2x) x+4dreste 11

4x+3

—(4x-298)

11

P+2x+3=(x=2)(x+4+11

X2 +2x+3 —td4 11
-2 x=2

) x+1 x+1

(3 +x%) F—x+lreste0
—X+1

—(-x*—x)

x+1

—(x+1)

0

L+l=2=x+Dx+1)

3

vl =x2—x+1

x+1
Question 10
a) 5 c) 1 e) 7 g) 15
b) 0 d 1 f) 6 h) 3

Question 11

;
a) —3x7 o
3 3

b) —x 3
2 d) SL

6

Question 12
a) 4x*+9x—19
1, 1 5

b) IOx -—

512
¢) 23y +5xy+ x> +xy> —x+10
d) —2x3y—14x%y* - 18
1 13 7
3_ 1o 1> 7
e) x 4x +24x 9
26 , 26 1

D556

g) 610 —1dx* +4x3 +3x2 - Tx+2
h) x*+2x2+1

i) X2—dx+4

) P-4 +12x-8

K) 613 —41x2-9x+14

Question 13

a) x> +4x+3

b) x2+2x+1

¢) 283 +7x%-5x—4
d) BP+3x2+3x+1
e) x2-2x+1

f) 9x2—12x+4

ol

X

—

W

Question 14

a)
b)
c)
d)
e)
f)
2)
h)
i)
i)
k)
)
m)
n)

0)
p)
)
1)

+x+1

3 2

X 4+x"+x+1

2 - 2
X +3x-1+ 25

x+1
X —x+1

_q_ x=2
2x-3 x2+1

Zx+1+

x+1

2
x—1+ 5
B+ -x-1

2_
X2+1+ 4x 328x+48
x—1

X+2x+1
X+x+1
32 -2- 1

2x2-1

x—1

x+1

4x2 +5x-7
2% +4x+T+ >
3x-5
x*+1

3
PHle—

x=2

Question 15

a)
b)
c)
d)

3x+3
9x+32
Tx2-3x+6

- -x-1
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